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Vorwort zum zweiten Bande. 



Während in dem ersten Bande die auf die Theorie der Flächen 
kleinsten Flächeninhalts sich beziehenden Abhandlungen des Unter- 
zeichneten vereinigt sind, enthält der vorliegende zweite Band alle 
anderen seit dem Jahre 1863 vom Unterzeichneten veröffentlichten 
mathematischen Abhandlungen. 

Die Reihenfolge, in welcher diese Abhandlungen zum Abdrucke 
gebracht sind, stimmt im Allgemeinen mit der Zeitfolge ihrer ersten 
Ver(3ffentlichung überein. 

Die Aufnahme eines neuen Abdruckes der in den Jahren 1881 — 
1885 vom Unterzeichneten veröffentlichten „Formeln und Lehrsätze 
zum Gebrauche der elliptischen Functionen" in die vorliegende Samm- 
lung erschien aus verschiedenen Gründen nicht thunlich. Ein Neu- 
druck dieser „Formeln und Lehrsätze" ist in Vorbereitung. 

Die einzelnen Abhandlungen dieses Bandes sind vor dem Ab- 
drucke einer sorgfaltigen Durchsicht unterzogen worden ; eine grössere 
Zahl von Stellen erscheint in neuer Bearbeitung. Die Abhandlung 
„Zur Theorie der Abbildung", Seite 108 — 132 dieses Bandes, ist vor 
dem Abdrucke theilweise umgearbeitet worden. 

Am Ende des Bandes befinden sich Anmerkungen und Zusätze 
zu einzelnen Stellen der in diesem Bande enthaltenen Abhandlungen. 

Bei der Correctur der einzelnen Druckbogen dieses Bandes' bin 
ich von Herrn Dr. Haussner in dankenswerther Weise unterstützt 
worden. 

Göttingen, im April 1890. 

H. A. Schwarz. 



Inhaltsverzeichniss zum zweiten Bande. 



Seite 

Elementarer Beweis des Pohlke sehen Fundamentalsatzes der Axonometrie. 

Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 63, Seite 809 — 814. • 1 

De superficiebus in planum explicabilibus primorum septem ordinum. 

Inauguraldissertation. Journal f&r reine und angewandte Mathematik, Band 
64, Seite 1—16 8 

Ueber die geradlinigen Flächen fünften Grades. 

Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 67, Seite 28 — 67 . . 25 

Ueber einige Abbildungsaufgaben. 

Aus einer Mittheilung an Herrn Richelot in Königsberg. Journal für 
reine und angewandte Mathematik, Band 70, Seite 105 — 120. ..... 65 

Conforme Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders auf die Oberfläche einer Kugel. 
Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 70, Seite 121 — 186. . 84 

Notizia sulla rappresentazione conforme di un' area ellittica sopra un* area circolare. 
Annali di Matematica pura ed applicata, U*^ serie, tomo III^, pag. 166—170. 102 

Zur Theorie der Abbildung. 

Theilweise Umarbeitung der in dem Programme der eidgenössischen polytech- 
nischen Schule in Zürich für das Schuljahr 1869—70 veröffentlichten Abhand- 
lung 108 

(Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung -^-^ + -^-r- = f ür 

die Fläche eines Kreises. 

Yierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich, 15ter Jahr- 
gang, Seite 118—128. — Diese Abhandlung bildet einen Bestandtheil der 
auf den Seiten 175 — 210 dieses Bandes abgedruckten Abhandlung.) 

Ueber einen Grenzübergang durch altemirendes Verfahren. 

Auszug aus einem am 30. Mai 1870 in der Naturforschenden Gesellschaft in 
Zürich gehaltenen Vortrage. Vierteljahrsschrift der Natorforschenden Ge- 
sellschaft in Zürich, 15ter Jahrgang, Seite 272-286 138 

Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung -7-r-t--Ä-i- = 0* unter 

vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. 
Im October 1870 von Herrn Weierstrass der Königlichen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin mitgetheilt. — Monatsberichte der Königlichen 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1870, Seite 767-* 795. . 144 



VI Inhal tsverzeichniss. 

66\i6 

Mittheilang über diejenigen Fälle, in welchen die Gauss ische hypergeom etrische 
Reihe F(a,ß,y,x) eine algebraische Function ihres vierten Elementes 
darstellt. 
Auszug aus einem am 22. August 1871 in der Sitzung der mathematischen 
Section der Schweizerischen Naturforschenden 'Gesellschaft gehaltenen Vor- 
trage. — Verhandlungen der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft, 
Jahrgang 1871, Seite 74—77 172 

Zur Integration der partiellen Differentialgleichung -— ^ 4- -— =: o. 

Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 74, Seite 218 — 253. 
[Diese Abhandlung enthält als einen Bestandtheil eine im 15ten Jahrgange 
der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich, Seite 
113—128, zuerst veröfTentliclite Abhandlung.] 175 

üeber die Integration der partiellen Differentialgleichung -—!L j 'i. = 

dx* öy* 

für die Fläche eines Kreises 175 

Fortsetzung und Erweiterung der in den vorhergehenden Paragraphen ent- 
haltenen Untersuchungen 190 

üeber diejenigen Fälle, in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe 
eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt. 
Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 75, Seite 292—335. . 211 

üeber ebene algebraische Isothermen. 

Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 77, Seite 38—46. . . 260 

Beispiel einer stetigen nicht differentiirbaren Function. 

Eine der mathematischen Section der Schweizerischen Naturforschenden Ge- 
sellschaft am 19. August 1873 gemachte Mittheilung. — Archives des Scien- 
ces physiques et naturelles, Genfeve, Septembre 1873, p. 33 — 38. — Verhand- 
lungen der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft, Jahrgang 1873, 
Seite 252—258 269 

üeber ein vollständiges System von einander unabhängiger Voraussetzungen zum 

Beweise des Satzes 

d_ ( mx, y)\ __ _ö_ / df(x^y)\ 

dy \ dx ) dx^dyJ' 

Eine der mathematischen Section der Schweizerischen Naturforschenden Ge- 
sellschaft am 19. August 1873 gemachte Mittheilung. — Archives des Scien- 
ces physiques et naturelles, Genöve, Septembre 1873, p. 38 — 44, Novembre 
1873, p. 242. — Verhandlungen der Schweizerischen Naturforschenden Ge- 
sellschaft, Jahrgang 1873, Seite 259—270 275 

üeber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei veränderlichen Grössen, 
welche eine Schaar rationaler, eindeutig umkehrbarer Transformationen in sich 
selbst zulassen. 
Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 87, Seite 139—145. . 285 

Essai d'une d^monstration d'un thdoremc de Gäomdtrie, rddigd sur l'invitation de 
M. Charles Uermite. 
Journal de Mathdmatiques pures et appliqudes , troisi^me sdrie , tome VI, 
p. 111—114. Avril 1880 292 

Verallgemeinerung eines analytischen Fundamentalsatzes. 

Annali di Matematica pura cd applicata, IP serie, tomo X^, pag. 129 — 186. 296 



Inbaltsverzeichnisa. VII 

S«ito 

Auszug aus einem Briefe an Herrn F. Klein. 

Mathematische Annalen, Band 21, Seite 157—160 803 

Demonstration ^l^mentaire d'une propridt^ fondamentale des fonctions interpolaires. 
Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XVII, p. 740— 742. 
Söance du 11 Juin 1882 307 

Sur une ddfinition erronde de Faire d'une surface courbe. 

Communication faite ä M. Charles Hermite. — Cours de M. H e r- 
mite, professd peudant le 2« semestre 1881 — 82, second tiragc, Paris 1883, 
p. 35—36 309 

Bestimmung der scheinbaren Grösse eines Ellipsoids für einen beliebigen Punkt 
des Raumes. 
Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften und der 
Georg-Augusts-Universität zu Göttingen, Jahrgang 1883, Seite 39—50. . . 312 

Zur conformen Abbildung der Fläche eines Rechtecks auf die Fläche einer Halb- 
kugel. 
Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften und der 
Georg- Augusts-Universität zu Göttiugen, Jahrgang 1883, Seite 51 — 60. . . 320 

Beweis des Satzes, dass die Kugel kleinere Oberfläche besitzt, als jeder andere 
Körper gleichen Volumens. 
Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften und der 
Georg-Augusts-Universität zu Göttingen, Jahrgang 1884, Seite 1 — 13. . . . 327 

Beweis eines für die Theorie der trigonometrischen Reihen in Betracht kommen- 
den Uülfssatzes. 
Siehe die Abhandlung des Herrn G. Cantor: Beweis, dass eine für jeden 
reellen Werth von x durch eine trigonometrische Reihe gegebene Function 
f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen lässt. Jour- 
nal für reine und angewandte Mathematik, Band 72, Seite 141 341 

Beweis des Satzes, dass unter allen einem spitzwinkligen Dreiecke eingeschrie- 
benen Dreiecken das Dreieck der llöhenfusspunkte den kleinsten Umfang hat. 
Nach einem Manuscripte des Verfassers zuerst auf den Seiten 728 und 729 
des zweiten Bandes der gesammelten Werke Jacob Steine r's veröffentlicht 
und irrthümlich Jacob Steiner zugeschrieben 344 

Bemerkung zu der Mittheilung des Herrn Weierstrass: Zur Theorie der aus 
n Haupteinheiten gebildeten complexen Grössen. 
Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften und der 
Georg- Augusts -Universität zu Göttingen, Jahrgang 1884, Seite 516—519. . 346 

Aumerkiingeu und Zusätze zum zweiten Bande 350-370 



Berichtigungen. 

Zum ersten Bande. 

Seite 199, Zeile 15 von oben. 

1 äjV 

Es mnss heissen: y, = -r^E'—kK', e\ — p^" = 1» F == 0. 

Zum zweiten Bande. 

Seite 8, Fxissnote, Zeile 4 von unten. 
Statt pag. 15 ist zu lesen pag.150. 

Seite 9y Fussnote. 
Die Abhandlung des Herrn Cayley: On certain developäble sur- 
faces steht im 6ten Bande des Quarterly Journal of Mathematics. 

Seite 11^ Fussnote, Zeile 4 von unten. 
Statt pag. 418— 429 ist zu lesen pag. 418-425. 

Seite 18^ Zeile 14 von obefi. 
Statt 10 d^ ist zu lesen 10 dt\ 

Seite 167 j Zeile 13 von unten. 
Statt q>{e\e) ist zu lesen q){e]e^. 

Seite 172, Zeile 5 von oben. 
Statt ;, Sitzungsberichte" muss es heissen ^^Verhandlungen*'. 



Elementarer Beweis des Pohlke sehen 
Fundamentalsatzes der Axonometrie. 



Journal für reine nnd angewandte Mathomatilc, Bd. 63, S. 809 — 814. 

Herr Pohlke hat um das Jahr 1853 den Satz aufgestellt und 
bewiesen, dass drei in einer Ebene unter verschiedenen 
Winkeln von einem Punkte ausgehende Strecken von 
beliebiger Länge stets als eine (schiefe) Parallelpro- 
jection von drei aufeinander senkrechten Strecken von 
gleicher Länge angesehen werden können. 

Da dieser Satz irrthümlicherweise Steiner zugeschrieben worden 
ist, so benutzt der Verfasser die sich hier darbietende Gelegenheit, 
um durch Anführung der Thatsachen das Eigenthumsrecht seines ver- 
ehrten Lehrers ausser Zweifel zu stellen. 

Herr Pohlke theilte den in Rede stehenden Satz sowie dessen 
Beweis dem verstorbenen Steiner mit. Auf einer Reise in der 
Schweiz im Jahre 1856 erwähnte der Letztere den Pohlke sehen 
Satz bei einer Unterredung mit Herrn von Deschwanden, dem 
damaligen Director der eidgenössischen polyteclinischen Schule in 
Zürich. Herr von Deschwanden machte gegen den Satz einen 
Einwurf, durch welchen Steiner über dessen Richtigkeit zweifel- 
haft wurde. 

Diesen Vorgang beschreibt Steiner selbst in einem unter dem 
30. Juli 1858 von Kirchberg aus an Herrn Pohlke gerichteten Brief 
und zwar folgendermassen : 

Als ich 1856 in Zürich dem Director des Polj'technikums, 
Herrn von Deschwanden (aus Unterwaiden), von Herrn Pohlke 
sprach und hervorhob, derselbe habe gefunden, .«dass irgend vier 
Punkte in einer Ebene immer als parallele Projection eines recht- 
winkligen Dreibeines anzusehen seien^', wendete der Director so- 

Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. II. 1 



2 Elementarer Beweis des Po hlk eschen 

fort ein: „aber wie! wenn die gegebenen vier Punkte in einer 
Geraden liegen?" Potz blitz! was war ich da verdutzt und wnsste 
nichts zu stammeln, als für diesen Fall müsse man sich das Drei- 
bein oo klein oder oc entfernt denken, — was aber beides nicht 
genügt; ergo Ihr Beweis wahrscheinlich falsch. Daher mag die 
Aufgabe ins Journal kommen, vorsetzend: Nous espörons que Mr, 
Pohlke donne la dömonstration , wie einst Grergonne mich 
provocirte. *) 
Der Einwand wurde von Herrn Pohlke als nicht zutrefltend ent- 
kräftet ; als derselbe gemacht wurde, mochte man wohl nur die ortho- 
graphische Projection im Sinne gehabt haben, daraus erklärt sich der 
scheinbare Widerspruch. Man thut jedoch vielleicht besser, den obigen 
GrrenzfaU von der Betrachtung auszuschliessen. 

HeiT Pohlke hat den angeführten Satz mit Zuhülfenahme einer 
Schaar von einfachen H>'perboloiden bewiesen, welche die Projections- 
ebene in confocalen Hj'^erbeln schneiden und später aus diesem Be- 
weise eine ziemlich einfache Constiniction der Bestimmungsstücke ab- 
geleitet; er sagt in der ersten Abtheilung seiner ,, Darstellenden Geo- 
metrie** **) S. 113: „Der Beweis dieses Satzes scheint nicht elementar 
geführt werden zu können, wir behalten ihn der zweiten Abthei- 
lung vor.** 

HeiT von Deschwanden widmet in einem Aufsatze über die 
„Anwendung schiefer ParaUelprojectionen zu axonometrischen Zeich- 
nungen** aus dem Jahre 1861 ***) dem Satze einige ausführlichere Be- 
trachtungen, welche jedoch den Gegenstand nicht erschöpfen und für 
den allgemeinen Fall auch nur zu einer Näherungsconstruction führen. 
Dem Aufsatze des Herrn von Deschwanden folgte ein Auf- 
satz von Herrn Kinkelin: ^Die schiefe axonometrische Projec- 
tion^ ****) , welcher im Wesentlichen denselben Gegenstand rein ana- 
lytisch behandelt. (In demselben ist, beiläufig bemerkt, bei der Inter- 
pretation einiger Gleichungen die Richtung der Projectionsstrahlen 
mit der Richtung der Normalen zur Projectionsebene vei'wechselt 
worden.) 

*) Vergl. über diese Unterredung auch : Vierteljahrsschrift der Naturforschen- 
den Gesellschaft in Zürich. 6ter Jahrgang, 1861. S. 276. 
**) Erste Auflage. Berlin 1860. 

**♦) Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich. 6ter Jahr- 
gang, S. 254—284. 

♦*♦♦) Ebendaselbst S. 868—367. 



Fundamüiitalsatzes der AxoDometrie. 3 

Ein mit den Hülfsraitteln der darstellenden Geometrie gefiihi*ter, 
elementarer und einfaclier Beweis des P oh Ike sehen und eines noch 
etwas allgemeineren Satzes, der offenbar in die Elemente der dar- 
stellenden Greometrie gehört, war bis jetzt nicht bekannt; ein solcher 
soll hier gegeben werden. 

Wir werden den Satz beweisen: 

Hat man im Räume und in einer Ebene je drei von 
einem Punkte ausgehende Strecken, von denen die er- 
sten drei nicht in einer Ebene, die zweiten drei nicht 
in einer Geraden liegen, so kann man jedesmal das aus 
den ersten drei Strecken bestehende Gebilde durch 
parallele Strahlen auf eine Ebene so projiciren, dass 
die Projection desselben dem aus den zweiten drei 
Strecken bestehenden Gebilde ähnlich wird. 

Es wird gezeigt werden, dass beide Gebilde ähnliche ortho- 
graphische Projectionen haben müssen; ist dieses dargethan, so braucht 
man bloss die absolute Grösse des zweiten Gebildes m dem Maasse 
zu verändern, dass die orthographischen Projectionen beider congruent 
werden ; bringt man diese dann zur Deckung, so ist, weil die Projec- 
tionsstrahlen zusammenfallen, ein dem zweiten ähnliches Gebilde eine 
Parallelprojection des ersten, womit die Richtigkeit des ausgespro- 
chenen Satzes bewiesen ist. 

Wir werden im Folgenden von zwei Hülfssätzen Gebrauch machen : 

1. Jedes geradlinige Dreieck kann auf eine passend 
zu wählende Ebene orthographisch so projicirt werden, 
dass die Projection desselben einem gegebenen gerad- 
linigen Dreiecke ähnlich wird. 

Gegeben seien zwei geradlinige Dreiecke ABC und S193S. Man 
construire in der Ebene des Dreiecks ABC ein geradliniges Dreieck 
A'BC, welches dem gegebenen Dreieck 2(936 ähnlich ist, und lege durch 
die Punkte A und A' einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Ge- 
raden BC liegt. Dieser Kreis schneide die Gerade BC in den Punkten 
D und E. Bei der Projection entsprechen einander die einzelnen 
Winkel der rechtwinkligen Dreiecke DAE und DA'E. Bezeichnet E 
den Scheitel desjenigen dem Dreiecke DAE augehörenden spitzen 
Winkels AED, welcher grösser ist als der ihm entsprechende Winkel 
AED , so ergibt die Richtung der Strecke AE die Richtung einer 
Geraden, welcher die gesuchte Projectionsebene parallel ist, und die 
Gleichung 

1* 



4 Elementarer Beweis des Poblkeschen 

n^oA — ^e^D _ A'D.AE 
"^^^^ - tgAED - -ÄETaD 

ergibt die Grosse des Neigungswinkels * dieser Projectionsebene gegen 
die Ebene des Dreiecks ABC. 

Bei dieser Construction ist vorausgesetzt, dass die Richtungen 
der beiden Strecken AA' und BC mit einander nicht einen rechten 
Winkel einschliessen ; tritt dieser Fall ein. so vereinfacht sich die 
Construction. 

Es gibt im Allgemeinen zwei in Bezug auf die Ebene des Drei- 
ecks ABC symmetrisch liegende Schaaren von Parallelebenen, welche 
80 beschaffen sind, dass die orthographische Projection des Dreiecks 
ABC auf jede dieser Ebenen dem Dreiecke ÄSBG ähnlich ist. 

Der Beweis der Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptungen 
ist leicht zu führen.*) 

2. Damit von zwei vierpunktigen ebenen Gebilden 
das eine ähnlich sei einer Parallelprojection des andern, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die algebraischen 
Verhältnisse der Inhalte dreier entsprechenden Drei- 
ecke für beide Gebilde dieselbe Grösse haben. 

Der Beweis kann etwa folgendermassen geführt werden. Man 
verändere diö absolute Grösse des einen Gebildes in der Weise, dass 
man beide Gebilde mit zwei entsprechenden Paaren von Punkten zur 
Deckung bringen kann. Hierbei fallen auch zwei auf der Verbindungs- 
linie liegende Diagonalpunkte des einen der beiden Vierecke mit den 
denselben entsprechenden Diagonalpunkten des anderen Vierecks zu- 
sammen, woraus das Behauptete erhellt. 

Für den besonderen Fall, in welchem ein Dreieck seinem ent- 
sprechenden in der Weise ähnlich ist, dass entsprechende Punkte 
Scheitel gleicher Winkel sind, sind beide Gebilde einander ähnlich. 

Hieraus ergibt sich, da zufolge des ersten Hülfssatzes jedes Drei- 
eck orthographisch so projicirt werden kann, dass es einem gegebenen 
ähnlich wird, dass die für den zweiten Hülfssatz aufge- 
stellte Bedingung auch noch dafür hinreichend ist, dass 
das eine der beiden vierpunktigen Gebilde eine or- 
thographische Projection habe, welche dem andern 
Uhnlich ist. 



*) Vergl. Gugler, Lehrbuch der descriptivcn Geometrie. Zweite Auflage. Stutt- 
gart. 1867. § 146. 
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Die gegebenen drei Strecken im Baume seien nnn OL . OM. ON 
nnd mögen als die Grandstrecken eines (schiefwinkligen) räumlichen 
Coordinatensystems angesehen werden. Die drei beliebig in einer 
Ebene angenommenen Strecken seien (XJ, C/B. (/C: es soU bewiesen 
werden, dass sich im Allgemeinen das ebene Gebilde (/ABC abge- 
sehen von der absoluten Grosse als eine ParaUelprojection des raum- 
lichen Gebildes OLMS ansehen lasst. 

Wenn dieser Satz richtig ist. so erhalt man die Projection P^ 
eines beliebig im Räume liegenden Punktes P, dessen Coordinaten 
X , jf . ^ in Bezug auf den Punkt O als Anfangspunkt und die 
Strecken OL . OM. OX als Grundstrecken des Coordinatens\'3tems 
gegeben sind . auf folgende Wei.'?e. ilan construire ein von drei ge- 
raden Strecken OU. er, rP gebildetes Polygon OUVP, dessen Seiten 
in der angegebenen Reihenfolge den drei Grundstrecken OL . OJf . OX 
beziehlich parallel sind. Dieses Polygon projicire man auf die Ebene 
des Gebildes O^ABC und bezeichne die Projection desselben mit 
aUVT. Es sind dann die Projc-tionen (fU. UV. V'P' der 
Strecken OU, UV. VF bezieUich parallel den Strecken f/A. C/B, OC 
und zwar bestehen die Gleichungen 

_ Oü^ _ i/U' _ UT _ UV TP _ V'P' 

^ ~ OL ~ OTA ^,~ OM ~ (/B ' ^ ~ OX ~ ac ' 

Hierdurch ist die Lage des Punktes P' unzweideutig bestimmt. 

Liegt nun P. wie für die Folge angenommen werden solL in dem 
durch gezogenen Projectionsstrahl . so fallt in der Projection P' 
mit (/ zusammen, und die Projectionen der Strecken OU UV. VF bilden 
ein Dreieck mit der Ei:ke </. dessen Seiten beziehlich den Strecken 
(TA. (TB. aC parallel sind. 

Zeichnet man umgekehrt ein Dreieck (/^'(r. dessen 
Seiten fJF , FG. GC/ den Strecken f/A. f/B. f/C beziehlich 
parallel sind, so sind, wenn der obige Satz richtig ist« 

f/F FG G(J 
OA(JB' C/C 

die Coordinaten eines Punktes des durch den Coordi« 
natenanfang gezogenen Pr ojectionsstra hl s. bezogen auf 
die Grundstrecken OL. OM. OX. 

Wenn die Winkel BC/C, WA, A(/B bezieUich mit a,^,y be- 
zeichnet werden, so bestehen die Bexiebiuigen 



und 



Elementarer Beweis des Po hlk eschen 
OTiFGiGO' = sma.-sin/Jrsiny 



Ist also das ebene Gebilde O'ABC ähnlich einer Parallel- 
projection des räumlichen Gebildes OLMN ^ so kann die 
Richtung der Projectionsstrahlen keine andere sein, 
als die eben bestimmte. 

Nun kann man die Grundstrecken des räumlichen Coordinaten- 
systems orthogrupliisch auf eine Ebene projiciren, welche auf der so 
bestimmten Richtung senkrecht steht. 

Wird diese Projection mit O'A'B'C und werden die Winkel 
BV'ü\C'0"A\Aa'B' beziehlich mit«,/}',/ bezeichnet, so haben 
nach dem eben bewiesenen Satze die Verhältnisse 

1^ : ^^ ■■ -j^ = ^B'O'C : JC'(rA' : JÄ'CTB' 

dieselbe Grösse, wie die entsprechenden aus dem Gebilde O'ABC her- 
geleiteten Verhältnisse ; also ist für die beiden vierpunktigen Gebilde 
aABC, O'A'B'C' die Bedingung des zweiten HiUfssatzes erfiUlt. 

Das räumliche Gebilde OLMN und das ebene Gebilde O'ABC, 
haben demnach ähnliehe orthographische Projcctionen, und es ist daher, 
wie schon oben unter dieser Voraussetzung gezeigt, das ebene Ge- 
bilde ähnlich einer Parallelprojection des räumlichen. 

Nach dem Gesagten bietet nun die Constiniction der Bestimmungs- 
stiicke in jedem einzelnen Falle keine Schwierigkeit dar. 

Es gibt nur zwei in Bezug auf die im Vorhergehenden bestimmte 
Richtung der Prajectionsstrahlcn SJ^nmetrisch liegende Schaaren pa- 
ralleler Ebenen von der Eigenschaft, dass die (schiefe) Projection 
des gegebenen räumlichen Gebildes OLMN auf eine dieser Ebenen 
dem gegebenen ebenen Gebilde O'ABC ähnlich ist. . 

Diese beiden Sehaaren von Ebenen können auch in eine einzige 
Schaar von Ebenen zusammenfallen, welche dann mit der Richtung 
der Projectionsstrahlen einen rechten Winkel einscliliessen. 

Umgekehrt gibt es auch füi* die Ebene des Gebildes O'ABC im 
Allgemeinen zwei Richtungen, welclie gegen die Normale zu dieser 
Ebene symmetrisch liegen , in welelien gesehen , das ebene Gebilde 
O'ABC als orthogiMphische Projection eines dem räumlichen Gebilde 
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OLMN älmliclien Gebildes erscheint; ein Umstand, welcher für An- 
wendungen wichtig ist. 

Der angegebene Beweis hört auf gültig zu sein, wenn einer der 
ausgeschlossenen Grenzfalle eintritt, weil dann die Voraussetzungen 
desselben nicht mehr zutreffen; dahin gehört z. B. auch der Fall, in 
welchem mehr als eine der drei Strecken 0'-4, 0'5, O'C die Länge 
Null hat. Man kann sich jedoch diesen Grenzfällen beliebig nähern. 

Durch den vorstehend bewiesenen P o h 1 k e sehen Satz erhält die 
Axonometrie den wünschenswerthen und nothwendigen Abschluss und 
ihre Anwendung zugleich diejenige Leichtigkeit, deren sie überhaupt 
fähig ist. 

Zum Schlüsse sei es gestattet, noch einen von Herrn Pohlke 
aufgesteUten Satz anzuführen , der sich an dessen Beweis des obigen 
Satzes unmittelbar anschliesst, wenn man die Brennpunkte jener 
Schaar confocaler Hyperbeln ins Auge fasst, zu dem man jedoch auch 
auf elementarem Wege leicht gelangen kann. 

Irgend zwei zugeordnete Durchmesser und die 
kleine Axe einer Ellipse sind der Richtung nach die 
orthographischen Projectionen dreier rechtwinkligen 
Coordinatenaxen; die Verhältnisse der halben Durch- 
messer und der Excentricität zur halben grossen 'Axe 
sind die entsprechenden Verkürzungsverhältnisse. 

Erst nach Beendigung des obigen Aufsatzes bin ich darauf auf- 
merksam gemacht worden, dass Steiner im Jahre 1858 im 55"*®" 
Bande dieses Journals S. 377 ( Vermischte Sätze und Aufgaben IV, 2) 
folgende den Pohlke sehen Satz betreffende Aufgabe veröffentlicht hat : 

Werden die Ecken A, li, ü, D einer gleichseitigen, an 
derSpitze rechtwinkligen, dreiseitigen Pyramide nach 
irgend einer Richtung auf eine beliebige Ebene projicirt, 
so ist die Frage, welche Relation zwischen den gegen- 
seitigen Abständen der Projectionen A^j B^, C^, D^ statt- 
finde? 

Steiner verwirklichte also gleichzeitig mit dem an Herrn 
Pohlke gerichteten Brief (S. oben S. 1) die darin geäusserte Ab- 
sicht, eine Aufgabe dieser Art in das Journal zu bringen, und die 
Fassung derselben bestätigt vollkommen die meinen Aufsatz einlei- 
tenden thatsächlichen Anführungen. 

Berlin, im December 1863. 



De superficiebus in planum explicabilibus 
primorum Septem ordinum. 



Inaugoraldissertatioii. Journal für reino und angewandte Mathematik, Band 64, S. 1—16. 

Aequatio plani superficiem in planum explicabilem generantis ab 
uno parametro pendet; quamobrem 

ubi x:y : e :w sunt coordinatae, forma illius est generalis. 

Superficies explicabiles , quae primae contemplanti sese offerunt, 
eae sunt, in quibus haec aequatio rationaliier a parametro pendet sive 
hanc habet formam 

U = air+ rü)ff^'+ • • • + 2 = 0, 

ubi ajh, . . . q sunt funetiones integrae lineares coordinatarum, n nume- 
rus integer. 

Si numero n tribuuntur valores w = 3, 4, 5, bis superficiebus et 
earum reciprocis omncs superficies explicabiles algebraicae continentur, 
quae ad hoc tempus accuratius sunt disquisitac, exceptis duabus super- 
ficiebus explicabilibus octavi ordinis , quarum altera duabus super- 
ficiebus secundi ordinis inscripta est , id est , tangentibus curvae 
intersectionis generatur, altera duabus superficiebus secundi ordinis 
circumscripta est, id est, planis tangentibus involvitur, quae illis sunt 
communia. *) 



*) A. Gayley, Note sor les HyperddtermiDants. Grelle, Diarium mathesis 

purae et applicatae, vol. 34, pag. 15. 1847. 
„ On the developable surfaccs which arise from two surfaces of 

the sccond ordcr. The Cambridge and Dublin Matb. Journal. 
New Series, vol. V, pag. 46—58. 1850. 
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Quum in aequationem plani generantis parameter t rationaliter 
ingrediatur, his superficiebus proprium est, quod uno piano moto gene- 
rali possunt. 

Quamobrem vir cel. Cayley tales superficies planares appellavit. 

„I propose, inquit*), to term the faimly of developables treated 
of in this paper 'planar developables'. In general, the coefficients of 
the generating plane of a developable being algebraical fanetions of 
a variable parameter t, the equation rationalized with respeet to the 
parameter belongs to a system of n different planes; the developable 
which is the envelope of such a System may be termed a 'multiplanar 
developable' and in the particular case of n being equal to unity, we 
have a planar developable. It would be very desirable to have some 
means of ascertaining from the equation of a developable what the 
degree of its 'planarity' is.^ 

Huic quaestioni ita responderi potest. 

Omnes curvae planae, quae in eadem superficie rectilinea irredu- 
cibili simplices sitae sunt, praeter generatrices ipsas, ad eandem clas- 
sem algebraicam pertinent **) ; nam si duas contcmplamur , unicuique 
puncto alterius per rectas superficiei unum punctum alterius algebraice 
respondet ; itaque coordinatae alterius rationaliter per coordinatas alte- 
rius exprimi possunt. — 

Si curva algebraica r** ordinis -^^ J^ — q punctis duplicibus 

praedita est, coordinatae ejus rationaliter possunt exprimi: 

si p = 0, sive si curva maximo numero punctorum duplicium prae- 
dita est, per unam variabilem, 

si p = 1, per unam variabilem et radicem quadratam ex functione 
integra tertii vel quarti ordinis hujus variabilis, 
si p = 2, per unam variabilem et radicem quadratam ex functione 
integra quinti vel sexti ordinis; 

si p > 2, coordinatae rationaliter exprimi possunt per unam varia- 
bilem I et algebraicam fanctionem ejus i^, quae junguntur aequa- 

A. Cayley, On the developable dcrived from an equation of the fifth order. Ibidem 

pag. 152—159. 
„ On certain developable surfaces. The Quarterly Journ. of Math. 1868, 

pag. 108—126. 
G. Salmon, Analytic Geometry of three dimensions, pag. 253—256. 1862. 
*) Camb. and Dubl. Math. Journ. N. S., vol. V, p. 158. 

**) Riemann, Theorie der A b e 1 sehen Functionen. Grelle, Diarium mathesis 
porae et applicatae, vol. 54, p. 133. 
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tione ^** ordinis secundum utramque variabilem, ubi p = 2ft--3 
aut = 2ft— 2. 

In casu generali coordinatae non possunt rationaliter exprimi per 
unam variabilem 5 et functionem algebraicam ejus iy, radicem aequa- 
tionis algebraicae F{^, rj) = 0, quae secundum variabilem i^ inferioris 
ordinis est quam i»}K 

In classe algebraica, in qua una sectio plana simplex, in eadem 
tota ponenda est superficies rectilinea. 

Si igitur in superficie rectilinea aut una recta simplex sita est, 
quae est talis, ut per eam onmes generatrices superficiei transeant, 
— id quod in superficiebus explicabilibus fieri non potest — , aut una 
Sectio conica simplex , aut una curva tertii ordinis puncto duplici 
praedita , aut alia cürva simplex cum maximo numero punctorum 
duplicium, baec superficies rectilinea in ea ponenda erit classe, quae 
pertinet ad valorem q = 0. 

Idem de superficiebus in planum explicabilibus dicendum ; aequatio 
plani generantis rationaliter exprimi potest per easdem variabiles 5 et i^. 

Si igitur m est ordo curvae recessus , x ordo curvae duplicis 
superficiei explicabilis r*^ ordinis, erit 

Hie numerus q si aequalis est cifrae, superficies explicabilis est planaris, 
si = 1 vel = 2, biplanaris; si p est > 2, in casu generali ordo j^la- 
naritatis superficiei explicabilis est i(P + ^) ^^^^ i(P + 2)- 

Jam disquisitionibus , quae sequuntur , demonstrabimus , omnes 
superficies explicabiles proprias primorum Septem ordinum esse planares. 

Superficies explicabiles primorimi trium ordiniun sunt impropriae, 
id est, aut coni vel cylindri, aut systemata horum rcciproca, systemata 
omnium rcctarum curvam planam tangentium, quae quodammodo pro 
superficiebus explicabilibus baberi possunt. Superficies explicabiles 
proprias tertii ordinis non existere, ita demonstrari potest. Quaevis 
superficies explicabilis propria curvam cuspidalem habet; superficies 
tertii ordinis irreducibilis praeter rectam curvam duplicem habere 
nequit; recta autem curva cuspidalis superficiei explicabilis esse non 
potest; ergo omnes superficies explicabilos tertii ordinis impropriae sunt. 

Superficies explicabiles quarti ordinis. 
Supei*ficies explicabiles quarti ordinis earumque proprietates peni- 
tus exploratae sunt a geometris. 
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Omnes superficies explicabiles quarti ordinis inter se sunt coUi- 
neares et reciprocae; aequatio plani generantis hujus formae est 

af+dbe+3a + d = 0, 

aequatio superficiei ipsius 

(ad-6c)*-4(6*-ac)(c'-6d) = 0. 

Curva recessus tertii ordinis est, et tangentibus curvarum tertii ordinis 
duplicis curvaturae superficies explicabiles quarti ordinis generantur. 

Quodvis planum tangens et duas generatrices infinite propinquas et 
sectionem conicam exsecat; si duo plana tangentia contemplamur, 
alterum planum tangit sectionem conicam altero piano exsectam ; duae 
sectiones corneae communem habent rectam tangentem. Hac ratione 
data est constructio synthetica superficiei explicabilis quarti ordinis: 

Omnibus planis, quae tangunt duas sectiones conicas in planis 
diversis sitas, quibus una recta tangens est communis, circumscribitur 
superficies explicabilis quarti ordinis. 

Generaliter hoc theorema ita exprimi potest: 

Si duabus superficiebus secundi ordinis una recta est communis, 
superficies explicabilis et inscripta et circumscripta quarti ordinis est. 

Quaevis superficies explicabilis quarti ordinis et sibi ipsa est reci- 
proca et reciproce sita secundum infinitam multitudinem superficierum 
secundi ordinis, ex. gr. 

¥a'-d¥b'+dk'c'-d^= 0. 

Superficies explicabiles quinti ordinis. 

Superficies explicabiles quinti ordinis earumque proprietates a viris 
ill. Cayley, Chasles, Cremona tam copiose jam examinatae 
sunt*), ut fere nihil nobis relictum sit. 



*) A. Cayley, On the developable surfaces whicharise from two surfaces of the 

second order. L. c. 
„ „Special Quintic Developable." Quart. Journ. 1863. pag. 114 — 121. 

Conf. Salmon, Anal. Geom. of three dim. pag. 254. 

Chasles, Propridtds des courbcs k double courbure du quatri^mc ordre provenant 
de Pintersection de deux surfaces du second ordre. Comptes rendus de 
l'Acad^mie des Sciences, vol. 54. 1862. I. pag. 317—324. 418—429. 
„ Propri^tds des surfaces däveloppables circonscrites ä deux surfaces du se- 

cond ordre. Ibidem pag. 715—722. 
L. Cremona, Sur les surfaces d^veloppables du cinqui^me ordre. Ibidem pag. 604—608. 
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Quum tarnen mcthodus , qua nos rem aggressi snmus , adeo 
simpIex sit, ut omnes proprietates generales ex ea quasi ex ipso 
fönte deduci possint, has superficies, primas superficies explicabiles 
proprias imparis ordinis, examinemus paullo accuratius, quam ad theo- 
rema nostrum demonstrandum opus est. 

Quodvis planum tangens superficiem explicabilem quinti ordinis 
duas generatriecs infinite propinquas et curvam tertii ordinis exsecat. 

Haec curva irreducibilis est et generatricibus in puncto non sin- 
gulari tangitur , in alio puncto secatur , si planum tangens curvam 
recessus osculatur in puncto non singulari. 

Curva recessus superficierum explicabilium quinti ordinis superioris 
ordinis est quam tertii ; nam tangentibus curvarum tertii ordinis super- 
ficies explicabiles quarti ordinis generari vidimus. 

Quo loco planum aliquod curva recessus sive cuspidali superficiei 
explicabilis perforatur, Sectio plana cuspide praedita est. 

In puncto osculationis plani tangentis tria puncta curvae recessus 
continentur ; itaque cui'va plana tertii ordinis , in hoc piano tangente 
sita, una cuspide praedita est; plures habere non potest. 

Indc jam concludere possumus, omnes superficies explicabiles pro- 
prias quinti ordinis esse planares. 

Omnes curvae tertii ordinis cuspide praeditae hac forma continentur 

aM-6»= 0; 

.aequatio rectae tangentis est at'+Sbt*+d = 0, punctum a = 0, 6 = 
est cuspis, = recta tangens cuspidem, punctum i = 0, d = 
punctum inflexionis, recta d = recta tangens inflexionalis. 

Planum tangens superficiem explicabilem, quod ducitur per rectam 
d = , est planum tangens infiexionale sive stationarium ; praeter 
tres generatriecs infinite propinquas sectionem conicam exsecat, quae 
tangitur priore piano superficiem tangente, itaque etiam recta d = 0, 
quae est inter.sectio duorum planorum. 

A ([uovis puncto rectae d = et ad sectionem conicam et ad 
curvam tertii ordinis una recta tangens proficiscitur ; aequatio plani 
per has rectas ducti, sive plani superficiem explicabilem generantis, 
Omnibus reductionibus factis hujus formae est: 

U = at*+Ut'+6ct^+e = 0. 

Virum cel. Cayley, qui primus hanc formam tractavit, fugit, hano 
generalem esse aequationem plani tangentis superficierum explicabilium 
quinti ordinis. 
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Quam quatnor tantum plana a, b, c, e in hac aequatione invenian- 
tnr, conclndimus: 

Omnes superficies explicdbiles quinti ordinis propriae inter se sunt 
collineares et redprocae. 

Onines sunt praedUae uno piano stcUionario (c = 0) e^ uno puncto 
stationario (a = 0, i = 0, c = 0) curvae recesstis. 

Si ponitur t == t^ et t =: --t^, prodeunt aequationes planomm 

atl + Uil + ßctl + e = 0, 
atl^4btl+ßctl + e = 0; 

haec plana se secant in recta b = 0, atl+6ctl+e = 0; omnes liae 
rectae in piano 6 = sitae, sectionem conicam 6 = 0, 9c*— -ae = 
circumscribnnt, quae est curva duplex superficiei. 

Puncto a = 0, c = 0, c = ^>ro centro , piano 6 = pro piano 
collineationis sumptOj altera pars systeniatis cum altera erit collinearis atque 
collinearüer sita; valori t = t^^ respondet t = —t^. 

Collineationis species ea est, ^uae vocatur harmonica. 

Per generatricem aliquam superficiei transeunt liaec plana 

U = a/*+46^+6d*+ e = 0, 
1 dU 



^ et= «^'+36^ + 30 =0, 

-0^* +6d*+3c = 0. 

Piano a^+36^ + 3c = circumscribitur conus 36*— 4ac = 0; 
hie Conus continet lineam recessus. 

Planum — a^*+6rf*+3e = duas continet generatrices , quia 
idem evadit et pro valore t = t^ et pro valore t ^= -—t^] praeterea 
ex superficie curvam tertii ordinis cum puncto duplici exsecat et curvam 
recessus bis tangit; circumscribit autem conum 

ae + 3c' = 0, 

qui et ipse per curvam recessus transit. 

Alterius coni centrum a = 0, 6 = 0,c = positum est in 
superficie alterius, ita tamen, ut commune habeant planum tangens 
a = 0; contactus igitur üs est stationarius. 

Aequatio superficiei ipsius lias accipit formas: 

(1.) oV-18a*c*e + 54a6'ce + 81ac*-276*e-B46V = 0, 

punctom o = 0, 6 =: 0, c = est punctum triplex superficiei; 
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(2.) (a'c-18a'c»+54o6'c-276*)e + 27c'(3a(;-26*) = 0, 

piano stationario e = generatrix inflexionalis e = 0, c = triplex, 
Sectio conica e = 0, 3ac— 26* = simplex exsecatur; 

(3.) a(ac~9c*)«+276*(2ace-6'e-2c») = 0, 

b SS 0, a€— 9c* = est sectio conica duplex superficiei ; 

(4.) a(o€ + 3c»)*-6c(ae + 3c')(3y-4ac)-3e(36*-4ac)* = 0. 

Omnes superficies secundi ordinis per lineam recessus transeuntes, 
sive circnmscriptae superficiei explicabili, liac forma continentur: 

(ae + 3c») + r(3i»-4ac) = 0, 

binae contactum habent stationarium ; quaevis praeterea per duas ge- 
neratrices superficiei explicabilis in piano 

ar*+6cr-3e = 

sitas transit, id quod ex quarta forma aequationis superficiei intelligitur. 
Pro coordinatis punctorum curvae recessus habemus aequationes 



dt ~ ^' dt 
vel aequivalentes 



U = .^^ = -^^-^ = 



cU*+2bt + c = 0, bt+2c = 0, ct^+e = 0; 
at*+3e =0, 6^*— 2e = 0; d'+e = 0; 

vel 

aibicie = 3:-2^:f*:-^*. 

Si superficies secundi ordinis 

iÄ*a»~2Ä*6'+6Ä*c'-ß* = 0, 

ubi k significat numenim constantem arbitrarium, 2>^o directrice adhibe" 
tur, piano 

a<*+4W*+6c^*+e = 

respondet punctum 

, ^ 2k k' k' 
a:b:c:e = o : r- :-^: — -^ , 

superficies explicabüis quinti ordinis et sibi ipsa est reciproca et reciproce 

Sita; valori t =^ t^ respondet t = -j-, 

® . . . . 

Pro valoribus t = ±^k geueratrices sibi ipsae respondent ; ita- 
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que quaevis hujiismodi superficies secundi ordinis per duas generatrices 
transit. 

Hoc theoreraate oranes siiperficiemm explicabilixim quinti ordinis 
proprietates dualitatis lege conjunguntur. 

Cuique superficiei secundi ordinis per lineam recessus ductae 
respondet altera superficies ejusdem ordinis, quae tangitur omnibus 
planis superficiem quinti ordinis tangentibus., sive quae superficiei 
explicabili inscripta est. 

Omnes liae superficies contactum habent stationarium ; punc- 
tum contactus situm est in puncto osculationis plani inflexionalis 
(c = 0, c = 0,6 = 0), quo piano quatuor puncta curvae infinite 
propinqua continentur. Duobus illis conis secundi ordinis 36*— 4ac = 0, 
ae + Sc^ = per lineam recessus transeuntibus respondent duae sec- 
tiones conicae e = 0, 3ac— 26' = 0; 6 = 0, ae— 9c' = 0, quas supra 
invenimus; punctum e = 0, c = 0, 6 = iis commune est, ita qui- 
dem, ut planum e = alterius transeat per rectam tangentem 6 s= 0, 
6 = alterius. 

Si duabus superficiebus secundi ordinis contactus est stationarius, 
inter onmes superficies ejusdem ordinis, quae per intersectionem earum 
duci possunt, duo coni, et inter onmes superficies secundi ordinis, quae 
eidem superficiei explicabili , cui illae duae , inscriptae sunt , duae 
sectiones conicae reperiuntur. Aequationes et conorum et sectionum 
conicainim semper reduci possunt*) ad formas illas, quas supra com- 
puta\imus. 

Itaque nascitur theorema: 

Si duahus superßdebus secundi ordinis contactus est stationarius^ 
superficies explicäbilis et inscripta et circumscripta est superficies explica- 
hilis gefieralis quinti ordinis, 

Secundum theorema, quod jam a viro cel. Poncelet propositum 
est**), superficiem explicabilem reciprocam curvae alicujus ejusdem esse 
ordinis atque superficiem explicabilem tangentibus illius curvae gene- 
ratam, — sive superficies duas explicabiles, quarum altera alterius est 
reciproca, ejusdem esse ordinis — ; secundum hoc theorema, qualibet 
superficie secundi ordinis pro directrice adhibita , curvae recessus 
superficiei explicäbilis quinti ordinis respondet superficies explicäbilis 

*) A. Cayley, Qu the developable surfaces which arise from two snrfaces of 
the second order. L. c. 

**) Poncelet, Memoire sur la Thäorie gän^rale des polaires räciproques. Grelle, 
Diarium mathesis purae et applicatae, vol. 4, pag. 24. 
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quinti ordinis; superficiei explicabili quinti ordinis respondet curva 
quarti ordinis cuspide praedite. 

Si earum ^uperficierum secundi ordinis, quae per ipsam curvam 
recessus transeunt, pro dii'cctrice sumimus unam, superficies explica- 
bilis hujus curvae reciproca ea est, quae superficiei secundi ordinis se- 
cundum hanc curvam recessus circumscribitur. 

Itaque per curvam recessus superficiei explicabilis quinti ordinis 
caterva superficierum explicabilium quinti ordinis transit, quibus iinum 
idemque est planum infiexionale a = 0, (planum tangens cuspidem 
curvae recessus superficiei principalis), et quarum curvae recessus 
cuspides sitas habent in generatrice inflexionali e = 0, c = super- 
ficiei principalis. 

Inter easdem superficies inveniuntur etiam duo illi coni secundi 
ordinis. Si superficiem secundi ordinis superficiei explicabili quinti 
ordinis inscriptam pro directrice sumimus, superficiei explicabili re- 
spondet ea curva, secundum quam superficies inscripta superficiem 
explicabilem tangit. 

Quaevis superficies secundi ordinis inscripta tangit superficiem 
secundum curvam quarti ordinis cuspide praeditam; omnes hae cu- 
spides sitae sunt in puncto osculationis plani inflexionalis (e = 0, 
c =: Oj b = 0)'j illa autem puncta, quae huic puncto curvae recessus 
coUineariter respondent, sita sunt in generatrice curvam recessus in 
ipsius cuspide tangente (a = 0, i =^ 0). 

Praeterea quaevis superficies inscripta, sicut quaevis circumscripta, 
per duas generatrices superficiei transit. 

Inter catervam harum curvarum quarti ordinis, quae reciproca 
est catervae superficierum explicabilium circumscriptarum, etiam duae 
illae sectiones corneae reperiuntur. 

Restat, ut computemus aequationem catervae superficierum se- 
cundi ordinis inscriptarum. 

Planum quodvis, quod superficiem 

(aß + 3c')+T(36»-4ac) = 
tangit, hac aequatione 

(e-4cr)a'+66r6'+(6c-4ar)c'+ae'= 

exprimitur; huic piano respondet, superficie secundi ordinis 

Ja« -26* -f-6c* -c' = 
pro directrice adhibita, punctum 
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a" : h" : c" : e" 
= 3(e— 4cr) : — 36r : (c — far) : — a. 

Eliminatis coordinatis a:b:c:c superficiei 

(ac + 3c') + r(36'-4ac) = 0, 

prodit aequatio superficiei reeiprocae, superficiei explicabili inscriptae, 

Hujus functionis discriminans praeter aequationem superficiei expli- 
cabilis adhuc tractatae factorem alienum c* continet. 

Superficies explicabiles sexti ordinis. 

Superficies explicabiles sexti et septimi ordinis per se ipsae ad- 
huc minus disquisitae sunt, quamquam singulae species earum jam 
dudum notae fuerunt*). 

Vir cel. Chasles omnes species superficierum explicabilium sexti 
ordinis invenit**). 

Planum tangens ex superficie explicabili sexti ordinis et duas gene- 
ratrices infinite propinquas et curvam quarti ordinis exsecat, quae 
curva plus tres cuspides habere nequit. Quamobrem curva recessus 
superficiei explicabilis sexti ordinis, quum in puncto osculationis plani 
tangentis tria puncta contineantur , superioris ordinis esse non potest 
quam sexti, neque inferioris quam quarti. 

Itaque curva quarti ordinis in piano tangente sita una cuspide 
praedita est. 

Jam contemplemur superficiem explicabilem , quae est reciproca 
curvae recessus prioris superficiei explicabilis et quae eadem est sexti 
ordinis. 

Si in quovis piano sita simt m puncta curvae recessus alterius 
superficiei explicabilis, a quovis puncto proficiscuntur m plana alte- 
ram superficiem explicabilem tangentia. Hinc concludimus, superficies 
explicabiles sexti ordinis non posse superioris classis esse quam sextae, 
neque inferioris quam quartae. 



*) A. Cayley, G. Salmon, Chasles, 11. cc. G. Salmon, On the Classifi- 
cation of carves of double curvature. Cambridge and Dublin Mathematical Journal 
N. S. vol. V., p. 23—46. 

^) Chasles, Digression relative aus snrfacos d^veloppables du sixiäme ordre. 
Comptes rendos vol. 64. 1862. I. pag. 718. 

Sebwftrt, Ottunmelte Ab^ftndlimfl^ii. U, 2 
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Classis superficiei explicabilis eadem est, atque classis sectionis 
alicujus planae non singularis. Curvae autem quarti ordinis, de qui- 
bus locuti sumus, qnoniam in uno piano tangente jam sunt sitae, supe- 
rioris classis esse non possunt quam quintae. Curva plana quarti or- 
dinis, una cuspide praedita, quintae aut inferioris classis aliter fieri non 
potest, nisi praeter hanc cuspidem duobus punctis duplicibus prae- 
dita est. 

Quam ob causam coordinatae talis curvae rationaliter per unam 
variabilem exprimi possunt. (Vide pag. 9.) 

Omnes igüur superficies explicabües sexti ordinis propriae sunt pla- 
nares, 

Continetur autem aequatio plani generantis in bis formis: 

a<*+46^+ 6rf"+ Mt + e =0, 

at*+ &bt^+ 10(^+ lOdt + ba+ f = 0, 
af+6bt^+'" +g = 0. 

Sit U = aequatio plani superficiem explicabilem generantis, ab 
uno parametro t rationaliter pendens; ponamus, nullum valorem para- 
metri huic aequatibni identice satisfacere. 

ja rr 

Aequationibus ?7 = et -^ = pro quovis valore parametri 

in casu generali recta determinatur, quae est una generatricium. 

Attamen fieri potest, ut bis aequationibus pro uno aut pro plu- 
ribus singulis valoribus parametri idem planum repraesentetur. His 

f^ TT 

valoribus ii adnumerandi sunt, qui aequationi -^j- = identice 

satisfaciunt, si tales exsistunt. 

Locum autem omnium punctorum, quorum coordinatae pro eodem 
valore parametri his duabus aequationibus satisfaciunt, invenimus, si 
eam functionem coefficientium, quae vocatur discriminans functionis U, 
cifrae aequalem ponimus. 

Superficies sie determinata ex superficie explicabili in*educibili, 
involuta piano 17 = 0, et ex singulis planis constat. 

Aequatio superficiei explicabilis plus semel factor discriminantis 
esse potest, in quo casu U rationaliter pendet a functione rationali 
non lineari parametri. 

Alia autem ratione fieri non potest, ut sit superficies explicabilis 

inferioris ordinis quam discriminans. Superficies explicabilis involuta 

piano 

U = at'+4:bf+&ct^+4:dt + e = 0, 

(ac-.46d-f-3c7-27(ace + 26cd-a(r-c6*-c7 = 
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re vera sexti ordinis est. Superficies explicabilis involuta piano 

[7= ai''+5bt*+'"+f = 

in casu generali est octavi ordinis; ut ad sextum ordinem reducatur, 
necesse est, pro duobus, aut diversis, aut infinite propinquis valoribus 

variabilis t , aequationes U = et -— = idem planum reprae- 

sentare. 

His eonditionibus si satisfactum est, aequatio plani generantis 

adhibita idonea substitutione lineari <' = -^ — j- aut in hanc transit 

afi+5xat^+10ce+10df+Uft+f = 0, 

aut in hanc formam transformari potest 

af+m*+10cf+10xfe+f = 0. 

Etiam superficies harum reciprocae quintae classis sunt. 

Superficies generalis explicabilis sexti ordinis et sextae classis 
est superficies reciproca ejus, quae generatur piano 

at^+4:bf+6d'+4:dt + e = 0, 

ubi inter aequationes planorum a, 6, c, d, e aequatio identica intercedit 

aa + ßb + yc + äd + €e = 0. 

Namque si superficies est sextae classis, curva illa quarti ordinis 
piano tangente exsecta quintae classis et una cuspide et duobus punctis 
duplicibus praedita est; curva igitur recessus quarti ordinis est, ita- 
que superficies reciproca quartae classis. — De curvis duplicis curva- 
turae, quarura tangentibus singulae species superficierum explicabiliura 
sexti ordinis generantur, infra agemus. 

Superficies explicabiles septimi ordinis. 

Ad disquirendas superficies explicabiles septimi ordinis utile est 
theorema, quod ad omnes spectat superficies explicabiles imparis ordinis. 

Conus, qui ex puncto aliquo spatii curvae recessus superficiei expli- 
cabilis r^ ordinis circumscribitur, r^ classis est. Si igitur r est nu- 
merus impar, hie conus semper impari multitudine laterum cuspida- 
lium praeditus est, id quod fieri nequit, nisi in ipsa curva recessus 
impar multitudo cuspidum sita est. 

Curva aliqua plana in superficie explicabili r^ ordinis sita r^ or- 

2* 
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dinis est ; si r est numerus impar , imparem multiüidinem taugentium 
inflexionalium habet. Itaque demonstravimus : 

In quavis superficie explicabili imparis ordinis impar multitudo et 
cuspidum in curva recessus sitarum et planorum tangentium inflexionalium 
invenüur. 

Unum planum tangens inflexionale ex superficie explicabili sep- 
timi ordinis exsecat tres generatrices infinite propinquas et curv^am 
quarti ordinis. Fieri potest, ut haec curva quarti ordinis ex sec- 
tione conica duplici constet; sed hanc conditionem postremo loco 
tractabimus. 

Curva quarti ordinis, neque si irreducibilis est, neque si ex curva 
inferioris ordinis et ex singulis generatricibus constat, plus tres cuspides 
habere potest; quamobrem curva recessus superioris ordinis esse non 
potest quam septimi, quia puncto osculationis plani inflexionalis 
quatuor puncta continentur. 

Curva recessus superioris ordinis est, quam quarti; nam una tan- 
tum species curvarum duplicis curvaturae quarti ordinis cuspide prae- 
ditarum exstat, quarum tangentibus superficies explicabiles quinti or- 
dinis generari vidimus. 

Curva recessus neque inferioris ordinis est quam quinti, neque su- 
perioris quam septimi. 

Itaque superficies explicabiles septimi ordinis inferioris classis 
esse non possunt quam quintae, neque superioris quam septimae. 

Curva quarti ordinis in piano inflexionali sita superioris classis 
esse non potest, quam quintae, quia hoc planum inflexionale pro duo- 
bus planis tangentibus habendum est. Si igitur haec curva quarti 
ordinis irreducibilis est, necesse est, duo puncta duplicia accedere. 
Si cuspis illa secundae speciei est, necesse est, unum punctum duplex 
accedere. 

Sin autem curva quarti ordinis constat ex curva tertii ordinis et 
una recta generatrice, haec curva tertii ordinis puncto duplici est 
praedita; nam omnes curvae tertii ordinis non praeditae puncto du- 
plici sextae sunt classis. 

Si curva quarti ordinis ex duabus constat generatricibus et sec- 
tione conica, hujus coordinatae rationaliter per unum parametrum ex- 
primi possunt. 

Restat quod supra seposuimus, ut curva quarti ordinis ex sectione 
conica duplici constet. Hujus casus disquisitio cum difficultate ali- 
qua videtur conjnncta esse. Propterea in medio relinquentes , num 
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tales superficies explicabiles septimi ordinis exsistere possint, hoc 
demonstrabimus : si talis superficies exsistit, aliud in ca situm est pla- 
num inflexionale, cujus sectio non est Sectio conica duplex, quare 
haec superficies in iis superficiebus continetur, de quibus supra dis- 
putavimus. 

Planum inflexionale in puncto osculationis quatuor puncta cum 
curva recessus communia habet; si plura haberet, plus tres genera- 
trices in hoc piano sitae essent. Praeter haec pimcta cum illa com- 
mune habet unum, quia curva recessus inferioris ordinis esse non 
potest quam quinti. In hoc puncto recta tangens curvae recessus non 
sita est in piano inflexionali; si esset, nova generatrix in hoc piano 
sita esset. Sectio plana superficiei explicabilis cuspide praedita est, 
quo in puncto planum ejus curva recessus perforatur. Haec autem sectio 
conica duplex nullam praebet cuspidem primae speciei. Proinde ne- 
cesse est, planum osculans curvam recessus in eo puncto, in quo curva 
planum dictum inflexionale perforat, quatuor puncta infinite propin- 
qua continere. Itaque aut hoc planum est aliud planum inflexionale, 
aut punctum est cuspis. Cuspis autem esse non potest, quia cuspis 
curvae recessus est punctum triplex superficiei explicabilis, ut in 
superficiebus explicabilibus quinti ordinis punctum a = 0, 6 = 0, 
c = 0, pag. 13. 

Kestat, ut planum sit aliud planum inflexionale. Exemplo sunt 
superficies explicabiles quinti ordinis; planum 6 = cxsecat sectio- 
nem conicam duplicem; curva recessus lioc planum in puncto 6 = 0, 
c s= 0, e = perforat; e = est planum inflexionale. 

Aliud exemplum praebet superficies explicabilis octavi ordinis in- 
voluta piano 

af+Gxat'+15ct*+203iat'+15ct'+g = 0. 

Planum tangens inflexionale a = exsecat soctionem conicam dupli- 
cem 4flfC— 16e* ^ 0; planum a = in puncto a = 0, // = 0, e = 
curva recessus perforatur : planum g = est planum inflexionale. 

In casu, quem tractamus, novum planum inflexionale tres gene- 
ratrices infinite propinquas et curvam quarti ordinis exsecat; haec 
autem non potest constare ex sectione conica duplici. 

Nam si res ita se haberet, in superficie explicabili septimi or- 
dinis duae sectiones corneae sitae essent, quibus unum pimctum 
esset commune; omnibus autem planis, quae tangunt duas sec- 
tiones conicas, quibus unum punctum est commune, in planis diversis 
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sitas , circumscribitur superficies expHcabilis sexti ordinis et sextae 
classis. *) 

Itaque tales superficies, si invenirentur , jam in iis essent con- 
tentae, de quibus supra disputavimus. 

Semper igitur in superficie explicabili septimi ordinis curva sim- 
plex invenitur, cujus coordinatae rationaliter per unam variabilem 
exprimi possunt. Consequitur igitur theorema: 

Omnes superficies explicabiles septimi ordinis propriae sunt planares 
et aut quintae aut sextae aut septimae classis. 

Itaque demonstravimus, quod nobis proposueramus : 

Omnes superficies explicabiles propriae primorum Septem ordinum sunt 
planares. 

Proprietates autem superficierum explicabilium primorum Septem 
ordinum, quae in singularitatibus earum positae sunt, hac tabula com- 
plectimur: 
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18 
15 


13 

12 
11 



In hac tabula significatur 
litera 

m ordo curvae recessus, 
r ordo superficiei explicabilis , 
n classis superficiei, 

g multitudo tangentium duplicium sectionis planae, 

h multitudo punctorum duplicium apparentium curvae recessus, 

a multitudo planorum tangentium inflexionalium , 
ß multitudo cuspidum curvae recessus, 

X ordo curvae duplicis superficiei. 



*) Cayley, Salmon, ChasleSi 11. cc. 
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y multitudo tangentium duplicium apparentium curvae recessus sive 
classis ejus superficiei explicabilis, quae generatur planis curvam 
recessus bis tangentibus, 
y multitudo eorum punctorum curvae recessus, per quae alia gene- 

ratrix superficiei transit curvam in hoc puncto non tangcns, 
t multitudo punctorum, per quae tres generatrices superficiei 

transeunt , 
h multitudo punctorum duplicium apparentium curvae duplicis a;** 

ordinis , 
R ordo superficiei explicabilis tangentibus curvae duplicis x^^ ordinis 
generata. 
Singuli numeri, quorum maxima pars jam a viris ill. Cayley, 
Salmon, Chasles reperta est, oomputati sunt secundum aequa- 
tiones, quas viri ill. Cayley et Salmon inter singularitates sim- 
plices curvarum duplicis curvaturae superficierumque explicabilium 
intercedere docuerunt.*) 

Relinquitur, ut nonnuUas proprietates superficierum explicabilium 
sexti ordinis exponamus. 

Curvae recessus sitae sunt in una aliqua superfioie secundi ordinis. 
Si curva quarti ordinis est, est intersectio partialis superficiei secundi 
ordinis et superficiei tertii ordinis, quarum posterior per duas rectas 
generatrices ejusdem catervae prioris transit. Hacc curva recessus 
generatricibus alterius catervae ter, alterius semel secatur. — Si 
curva quinti ordinis est, duas liabet cuspides. Per eas et Septem alia 
puncta curvae si superficiem secundi ordinis ducimus, tota curva in hac 
superficie sita est, quia 2-2 + 7 = 11 puncta cum ea habet communia. 
Praeter hanc superficiem secundi ordinis caterva superficierum tertii 
ordinis per curvam duci potest, quarum quaeque cum superficie se- 
cundi ordinis unam rectam habet communem. Haec curva generatri- 
cibus alterius catervae ter, alterius bis secatur. — Si curva sexti or- 
dinis est, quatuor cuspidibus est praedita. Per has quatuor cuspides 
et quinque alia puncta curvae si ducimus superficiem secundi ordinis, 
tota curva in hac superficie sita est , quia 2 • 4 -^ 5 = 13 puncta cum 
ea habet communia. Praeter hanc superficiem secundi ordinis caterva 



*) A. Cayley, Sur les courbes k double coorbure et les surfaces d^veloppables. 
Joorn. de Math, de M. Liouville, vol. X, pag. 245. 1845. Gamb. and Dubl. Math. 
Journ. N. S. yoI. Y, pag. 18. G.Salm od, Anal. Gcom. of thrco dim., pag. 234—256; 
422— 424, 
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superficierum tertii ordinis per hanc curvam transit. Quarum unam 
exhibet forma aequationis harum superfidemm, 

ace + 26cd— ad'-e6'— c'= 0, 

quae tangitur omnibus planis superficiem ipsam tangentibus. Huic 
superficies explicabiKs inscripta et circumscripta est. 

Ergo habemus, superficierum explicabilium reciprocarum ratione 
habita, theorema: 

Ontnes superficies explicabiles sexti ordinis alii superfirdei secundi or- 
dinis sunt inscriptae^ alii circumscriptae. 

Sunt autem superficies explicabiles, quibus caterva superficierum 
secundi ordinis inscribi potest, sunt, quibus circumscribi potest: 
quae eaedem duabus superficiebus secundi ordinis , quibus contactus 
est simplex, cii'cumscriptae sunt aut inscriptae. 

Tabula nostra docet, eas superficies explicabiles^ quae generantur 
tangentibus curvarum duplicium in superficiebus explicabüibu^ sexti or- 
dinis sitarum, itefu sexti esse ordinis. Itaque etiam illae superficies ex- 
plicabiles sexti ordinis sunt^ quae circuniscribuntur omnibus pilanis duas 
generatrices earum continentibus. Vir cel. Cliasles, superficiem ex- 
plicabilem, quae involvitur omnibus planis bis tangentibus curvam 
recessus superficici cxplicabilis sexti ordinis et quintae classis, sive 
per binas generatrices liujus superficici ductis, quinti ordinis esse 
ratus est*), erronea interpretatione termini ^classis" deceptus. 

Omnia talia problcmata geometrica, quae ad solum ordinem et 
classem systcmatis geometrici spectant, ad problemata mere algebraica 
revocari posse , ex ipsa eorum natura perspicuum ; donec tamen ho- 
nim solutio in summa generalitate reperta sit, infirmioribus auxiliis 
ad liaec minora contendisse non pocnitebit. 

Scripsi BeroHni M. Jun. A. MDCCCLXIV. 



*) Chasles, Digression relative aux surfaces ddveloppables du sixi^me ordre. 
L. c. pag. 719. 
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Jonnud fBr reine and tngewtndte Mathematik, Dd. 67, S. 28—57. 

Die vorliegende Abhandlung ist eine weitere Ausführung einer 
Arbeit über die geradlinigen Flächen fünften Grades , welche der 
Verfiasser im Juni 1864 der philosophischen Facultät hiesiger Uni- 
versität vorgelegt hat. 

Da die geradlinigen Flächen dritten und vierten Grades schon 
von den Herren Cayley, Cremona und Salmon eingehend unter- 
sucht worden sind, beschränkt sich der Verfasser im Folgenden auf 
die Betrachtung der geradlinigen Flächen des fünften Grades, ohne 
auf diejenigen der niederen Grade einzugehen. — 

Mit Ausnahme der erzeugenden Geraden gehören alle ebenen 
Curven, welche auf derselben unzerlegbaren geradlinigen Fläche liegen 
und die Eigenschaft haben , dass im Allgemeinen durch jeden ihrer 
Punkte nur eine Erzeugende geht, in dem von Riemann aufgestell- 
ten Sinne zu derselben Klasse. 

Betrachtet man nämlich irgend zwei einfache ebene Curven auf 
derselben unzerlegbaren geradlinigen Fläche, von welchen keine eine 
erzeugende Gerade ist , so wird jedem nicht singulären Punkte der 
einen Curve durch die Erzeugenden der Fläche ein Punkt der anderen 
Curve auf eindeutige Weise zugeordnet. Da die erwähnte Zuordnung 
durch algebraische Gleichungen vermittelt werden kann, so lassen 
sich die Coordinaten eines Punktes der einen Curve rational aus- 
drücken durch die Coordinaten des diesem Punkte entsprechenden 
Punktes der anderen Curve und umgekehrt. 

Aus diesem Grunde kann man die geradlinigen Flächen nach der 
Riemann sehen Klasse der auf ihnen liegenden ebenen Curven selbst 
in Klassen eintheilen. (S. d. Verf. : De superßciebus in planum expli- 
cabüibus primorum Septem ordinum. *) 

*) Siebe S. 10 dieses Bandes. 
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Da jede Klasse algebraischer Functionen einen bestimmten Rang 
Q besitzt, — den Begriff ßang in der von Herrn Weierstrass 
festgestellten Bedeutung verstanden — so kommt nach dem Vorher- 
gehenden jeder unzerlegbaren geradlinigen Fläche ein bestimmter 
Rang zu. 

Aus der Existenz einer einzigen einfachen geraden Leitlinie auf 
der geradlinigen Fläche, eines einfachen Kegelschnitts, einer einfachen 
Curve dritten Grades mit Doppelpunkt, oder überhaupt einer einfachen 
Curve mit der grössten Anzahl von Doppelpunkten kann nach dem 
Vorhergehenden der Schluss gezogen werden , dass die geradlinige 
Fläche den Rang Null hat. 

Findet sich auf der geradlinigen Fläche eine einfache ebene Curve 
dritten Grades ohne Doppelpunkt, eine Curve vierten Grades mit 
zwei Doppelpunkten, überhaupt eine einfache ebene Curve n**" Grades 

mit -^ Y^ ^ -" 1 Doppelpunkten, so ist die Fläche vom Range Eins. 

Enthält die geradlinige Fläche eine einfache ebene Curve vierten 
Grades mit nur einem Doppelpunkt, so ist die Fläche vom Range 
Zwei. U. s. w. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer algebraischen 
Fläche lassen sich als rationale Functionen zweier variablen Para- 
meter s und t und einer algebraischen Function u derselben darstellen. 
Bei den geradlinigen Flächen ist es stets möglich, diese Parameter 
so zu wählen, dass die Ausdrücke für die homogenen Coordinaten 

eines beliebigen Punktes der Fläche ganze lineare Functionen des 
einen Parameters s sind, während die algebraische Grösse u nur von 
dem anderen Parameter t abhängt. 

Der andere Parameter t kann dann so gewählt werden, dass die 
Coordinaten, wenn p = ist, in Bezug auf denselben rationale ganze 
Functionen sind; wenn p = 1 ist, rational ausdrückbar sind durch t und 
eine Quadratwurzel aus einer ganzen Function dritten oder vierten 
Grades von t] wenn p = 2 ist, rational ausdrückbar sind durch t 
und eine Quadratwurzel aus einer ganzen Function fünften oder sechs- 
ten Grades von t, — Der Fall p > 2 führt auf höhere algebraische 
Irrationalitäten. 

Diese Beziehungen gelten auch umgekehrt, so dass, wenn man 
füi' x:y:s\w Ausdrücke setzt , die in Bezug auf t und u rational, 
in Bezug auf s linear und ganz sind, während zwischen den Grössen 
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/ und u eine unzerlegbare algebraische Gleichung f{t,u) = besteht, 
man eine algebraische geradlinige Fläche erhält, welche im Allge- 
meinen zu derselben Klasse gehört, wie die Gleichung f{t,u) = 0, 
und von demselben Range ist wie diese. 

Zur geometrischen Construction der besonderen Fälle der gerad- 
linigen Flächen fünften Grades werde ich mich meist der Anschauung 
bedienen, die Flächen entstehen zu lassen als geometrischen Ort der 
geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier Curven, 
welche in der Weise auf einander bezogen sind, dass jedem Punkte 
der einen ein Punkt der andern entspricht und umgekehrt. 

Für die analytische Darstellung werde ich annehmen, es seien 
aus den Ausdrücken für die homogenen Coordinaten x:y leiw durch 
Elimination von s zwei in Bezug auf x^y^e^w lineare homogene 
Gleichungen hergeleitet, deren Coefflcienten rationale Functionen der 
Grössen t und ii sind, so dass die Fläche der geometrische Ort der 
Durchschnittslinien der durch diese Gleichungen dargestellten Ebenen ist. 

§1. 

Allgemeine Untersuchung der verschiedenen möglichen 
geradlinigen Flächen fünften Grades. 

Eine durch eine Erzeugende einer geradlinigen Fläche fünften 
Grades gelegte Ebene hat ausser der Erzeugenden mit der Fläche 
noch ein ebenes Curvengebilde vierten Grades gemeinsam. 

Von den vier Durchschnittspunkten der Geraden mit diesem Ge- 
bilde ist nur einer Berührungspunkt der Ebene und der Fläche; die 
anderen drei Durchschnittspunkte sind zugleich Doppelpunkte der 
Fläche, durch welche daher ausser der einen Erzeugenden noch je 
eine zweite Erzeugende der geradlinigen Fläche hindurchgeht. 

Jede Erzeugende der Fläche wird also im Allgemeinen von drei 
anderen Erzeugenden geschnitten, und es gibt daher unendlich viele 
Ebenen, welche durch zwei Erzeugende der Fläche hindurchgehen. 

Die Betrachtung dieser Ebenen bietet den Ausgangspunkt für 
unsere Untersuchung. 

Jede Ebene, welche durch zwei erzeugende Gerade einer gerad- 
linigen Fläche fünften Grades hindurchgeht, schneidet die Fläche 
ausser in den beiden Geraden noch in einem Curvengebilde dritten 
Grades. Dieses Gebilde kann unzerlegbar sein oder selbst wieder 
zerfallen. 
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Wenn überhaupt der Schnitt einer Ebene und einer unzerlegbaren 
geradlinigen Fläche zerfallt, so kann derselbe nur in eine gewisse 
Anzahl Erzeugende und einen unzerlegbaren Theil von der Beschaffen- 
heit zerfallen, dass durch jeden Punkt desselben mindestens eine Er- 
zeugende geht, vorausgesetzt, dass die Fläche nicht eine Kegel- oder 
Cylinderfläche ist und der Schnitt durch dessen Mittelpunkt bezie- 
hungsweise den Erzeugenden der Cylinderfläche parallel geführt wird. 

Die Kegel- oder Cylinderflächen schliessen wir von unserer Be- 
trachtung aus. 

Im vorliegenden Falle kann der unzerlegbare Theil sein eine ein- 
fache oder mehrfache Gerade, durch welche alle Erzeugenden der 
Fläche hinduixhgehen, oder ein Kegelschnitt, oder eine Curve dritten 
Grades. 

A. Ist der unzerlegbare Theil eine einfache Gerade, ein Kegel- 
schnitt oder eine Curve dritten Grades mit einem Doppelpunkt, so 
ist die geradlinige Fläche vom Range Null. 

Es ist übrigens zu bemerken, dass auf einer unzerlegbaren gerad- 
linigen Fläche von höherem als dem vierten Grade nur ein einfacher 
Kegelschnitt liegen kann, weil durch zwei einfache Kegelschnitte, 
welche punktweise eindeutig auf einander bezogen sind, stets eine 
geradlinige Fläche vierten Grades bestimmt wird. 

2?. Ist der unzerlegbare Theil eine Curve dritten Grades ohne 
Doppelpunkt, so ist die geradlinige Fläche vom Range Eins. 

C, Eine besondere Betrachtung ist nun für den Fall anzustellen, 
dass die geradlinige Fläche fünften Grades eine gerade Leitlinie ent- 
hält, welche eine mehrfache Linie der Fläche ist. 

a, Ist die Gerade eine zweifache, so schneidet jede durch die- 
selbe gelegte Ebene die Fläche noch in drei Erzeugenden, weil der 
Schnitt dieser Ebene ausser der zweifachen Leitgeraden keinen un- 
zerlegbaren Theil mehr enthalten kann. 

Durch jeden Punkt der Doppelgeraden geht nun entweder nur 
eine von ihr selbst verschiedene Erzeugende, und dann ist die Fläche 
vom Range Null; oder es gehen durch jeden Punkt derselben zwei 
von ihr verschiedene Erzeugende hindurch. 

Im letzteren Falle geht die Ebene dieser beiden Erzeugenden im 
Allgemeinen nicht durch die Doppelgerade hindurch. 

Gesetzt nämlich , dies wäre der Fall , so enthielte jede durch die 
Doppelgerade gehende Ebene immer zwei Erzeugende, welche sich 
auf der Doppelgeraden achneiden, und eine dritte Erzeugende, welche 
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nicht auch noch durch den Schnittpunkt der beiden anderen hindurch- 
gehen kann, weil die Leitgerade nur eine zweifache ist. 

Diese dritte Erzeugende schneidet also die Doppelgerade in einem 
anderen Punkte. Durch denselben muss noch eine zweite Erzeugende 
der Fläche gehen, die aber nicht mehr in der betrachteten Ebene 
liegen kann. Die Ebene der beiden durch den letztgenannten Punkt 
gehenden Erzeugenden enthält also die Doppelgerade nicht. Die Vor- 
aussetzung, dass die Ebene der zwei durch denselben Punkt der Doppel- 
geraden gehenden Erzeugenden die Doppelgerade stets enthalten könne, 
ist demnach für den Fall einer unzerlegbaren geradlinigen Fläche als 
nicht zulässig erwiesen. 

Betrachten wir nun den Schnitt der Ebene, welche die zwei durch 
denselben Punkt der Doppelgeraden gehenden Erzeugenden enthält, 
so kann diese keine dritte Erzeugende mehr enthalten, weil diese 
auch durch die Leitgerade gehen müsste, welche der Voraussetzung 
zufolge nur eine doppelte Linie der Fläche ist. Diese Ebene schneidet 
daher aus der Fläche entweder eine unzerlegbare Curve dritten Grades 
(s. A. und B,) oder eine dreifache Gerade aus. 

Legt man im letzten Falle, in welchem die Fläche eine zweifache 
und eine dreifache Leitgerade hat, durch eine Erzeugende der Fläche 
eine Ebene, welche keine der beiden geraden Leitlinien enthält, so 
schneidet dieselbe die Fläche ausser in der Erzeugenden noch in einer 
ebenen Curve vierten Grades, welche in dem Punkte, in welchem die 
Ebene von der dreifachen Geraden geschnitten wird, einen Doppel- 
punkt besitzt. 

Enthält nun die geradlinige Fläche keine doppelte Erzeugende, 
so hat die Curve vierten Grades keinen weiteren Doppelpunkt und 
ist demnach vom Range Zwei; enthält die Fläche aber eine oder zwei 
Doppelerzeugende, so ist dieselbe vom Range Eins, beziehungsweise 
vom Range Null, weil dann die Curve vierten Grades noch einen, 
beziehungsweise noch zwei Doppelpunkte erhält. 

Jede geradlinige Fläche fünften Grades, welche eine doppelte Er- 
zeugende enthält, die nicht zugleich eine Leitgerade ist, enthält un- 
endlich viele ebene Curven dritten Grades, welche aus der Fläche 
von dem Ebenenbüschel ausgeschnitten werden, dessen Axe die Doppel- 
gerade ist. 

6. Ist der von einer Ebene, welche zwei Erzeugende enthält, 
ausgeschnittene unzerlegbare Theil eine dreifache Gerade, so können 
drei Fälle eintreten: durch jeden Punkt derselben gehen entweder 
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nur eine, oder zwei, oder drei von der Leitlinie verschiedene Erzeu- 
gende hindurch. 

Geht durch jeden Punkt der Leitlinie nur eine von derselben 
verschiedene Erzeugende, so ist die Fläche vom Range Null. 

Gehen durch jeden Punkt derselben zwei von der Leitlinie ver- 
schiedene Erzeugende, und geht die Ebene derselben nicht durch die 
dreifache Gerade, so hat diese Ebene mit der Fläche entweder eine 
unzerlegbare Curve dritten Grades, — für eine besondere Lage mög- 
licherweise einen Kegelschnitt, — oder eine mehrfache, — in diesem 
Falle doppelte, gerade Leitlinie gemeinsam. Beide Fälle sind bereits 
erledigt. 

Geht aber die Ebene der zwei Erzeugenden stets durch die drei- 
fache Gerade hindurch, schneiden sich also die beiden von einer be- 
liebigen durch die dreifache Gerade gelegten Ebene ausgeschnittenen 
Erzeugenden stets auf der dreifachen Geraden, so gibt es ausser 
dieser Geraden und möglicherweise vorhandenen Doppelerzeugenden 
keine mehrfache Linie auf der Fläche. 

Legt man in diesem Falle durch eine Erzeugende eine beliebige 
Ebene, so schneidet diese die Fläche noch in einer Curve vierten 
Grades, welche an der Stelle, wo die Ebene von der dreifachen Ge- 
raden geschnitten wird, einen Doppelpunkt besitzt. Die Fläche ist 
also, wenn sie nicht Doppelerzeugende enthält, vom Range Zwei. 

Ist drittens die dreifache Gerade so beschaffen, dass durch jeden 
Punkt derselben drei von ihr verschiedene Erzeugende gehen, so muss 
eine Ebene existiren, welche zwei derselben enthält, ohne die drei- 
fache Gerade zu enthalten; diese Ebene schneidet nun entweder die 
Fläche noch in einer unzerlegbaren Curve dritten Grades, oder in einer 
mehrfachen (zweifachen) Geraden, Fälle, die bereits klassificirt sind. 

Endlich gehört hierher noch der Fall, in welchem der ausge- 
schnittene unzerlegbare TheU eine dreifache Gerade ist, mit der aber 
eine der beiden Erzeugenden stets zusammenfallt; die Fläche fünften 
Grades enthält dann also eine vierfache Gerade. 

Jede Ebene, welche durch eine vierfache Gerade einer Fläche 
fünften Grades gelegt wird, schneidet die Fläche nur noch in einer 
Geraden. Daher ist jede Fläche fünften Grades mit einer vierfachen 
Geraden eine geradlinige Fläche und ist als solche vom Range Null. 

Wir fassen nun die Ergebnisse der Untersuchung dieses Para- 
graphen wie folgt zusammen: 

Eine unzerlegbare geradlinige Fläche fünften Gra- 
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des, welche keine Kegelfläche ist, ist entweder vom 
Range Null, oder vomRange Eins, oder vomRange Zwei. 

Die Flächen vom Range Null und vom Range Eins 
enthalten, mit einer gleich anzugebenden Ausnahme, 
eine.unendliche Schaar vonCurven dritten Grades, und 
denfnach ist eine solche Fläche geometrisch construir- 
bar durch Vermittelung zweier Curven dritten Grades, 
die punktweise eindeutig auf einander bezogen werden. 

Hiervon sind ausgenommen und es enthalten keine 
einzige unzerlegbare Curve dritten Grades diejenigen 
Flächen vom Range Null, welche eine einfache gerade 
Leitlinie haben, durch deren jeden Punkt nur eine von 
der Leitlinie verschiedene Erzeugende geht. 

§2. 
Besondere Betrachtung der geradlinigen Flächen fünf- 
ten Grades vom Range Null. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen, durch deren Durchschnitt für 
jeden Werth des Parameters t eine Erzeugende der geradlinigen Fläche 
bestimmt wird, seien 

E = ar + bt'^'+' • • +pt + q = ) ^ 

wobei o, ft, • • • 2, «', &',••• q' homogene lineare Functionen der vier ho- 
mogenen Cöordinaten darstellen. 

Die Elimination des Parameters t ergibt eine homogene Gleichung, 
welche in Bezug auf a, 6, • • • 3 vom n^^ Grade, in Bezug auf a', &',-•• q' 
vom m**" Grade ist, stellt also eine Fläche vom (w + n)*®° Grade dar. 

Wenn die beiden Gleichungen ^ = und E' = für jeden 
Werth von t nur eine Gerade, also für keinen Werth von t eine ganze 
Ebene darstellen, so kann die Eliminationsgleichung keinen ausser- 
wesentlichen Factor enthalten. 

Stellen aber die Gleichungen E = und E' = für einen Werth 
t = t^ dieselbe Ebene dar, so geht die Gleichung derselben als ausser- 
wesentlicher Factor in die Eliminationsgleichung ein. Li diesem Falle 
denken wir uns eine Constante k so bestinmit, dass der Ausdruck 
E—JcE' für < = <o identisch verschwindet, was stets möglich ist. 
Der Ausdruck E^kE' ist durch t—t^ theilbar, so dass 

E^kW = (t—QE\ 
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An die Stelle der Ebene E = setzen wir nun die Ebene E" = 0. 
Hiermit fahren wir so lange fort, bis kein Werth von t mehr übrig 
ist, für den beide Gleichungen gleichzeitig eine ganze Ebene darstellen. 

Die Möglichkeit, dass die Eliminationsgleichung, welche jetzt 
keinen ausserwesentlichen Factor mehr enthalten kann, eine Potenz 
sei, d. h. dass jede Erzeugende durch beide Gleichungen für mehr als 
einen Werth von t dargestellt werde, schliesscn wir hier aus, da wir 
wissen, dass die zu betrachtenden Flächen so dargestellt werden 
können, dass jeder einfachen Erzeugenden nur ein Werth des Para- 
meters entspricht. 

Soll also die Eliminationsgleichung unzerlegbar und vom fünften 
Grade sein, so ist m + n gleich 5 zu setzen. Es sind demnach nur 
die beiden Fälle zulässig: 



(I.) 



(n.) 



m = 4 

n = 1 

m = 3 

w = 2 



E = at^ + hi^' + ä^ + dt + e = 0, 
E'= pt+q = 0; 

E = ai' + bt' + b't+a' = 0, 
E'= 2^^' + ii +r = 0. 



Ä, Da der Grad einer geradlinigen Fläche durch Uebergang zu 
der reciproken Polarfläche nicht geändert wird, so ist es erlaubt, von 
diesen Ebenengebilden gleich zu den entsprechenden Punktgebilden 
überzugehen. Wir erhalten also folgende Sätze: 

I. Besteht zwischen denPunkten einerGeraden und 
den Punkten einer Curve vierten Grades vom Bange 
Null ein eindeutiges punktweises gegenseitiges Ent- 
sprechen, so ist der geometrische Ort der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche 
fünften Grades vom Range Null. 

n*. Derselbe Satz gilt, wenn man gleichzeitig an die 
Stelle derGeraden einen Kegelschnitt und an dieStelle 
der Curve vierten Grades eine Curve dritten Grades 
vom Range Null setzt. 

Ein solches Entsprechen kann geometrisch in allgemeinster Weise 
durch mannigfaltige Beziehungen, z. B. dadurch hergestellt werden, 
dass man sich den Kegelschnitt und die Raumcurve dritten Grades 
auf demselben Kegel zweiten Grades denkt und die Punkte beider 
durch die Seiten des Kegels eindeutig einander zuordnet. 

Als Grenzfall ist besonders zu betrachten der Fall, in welchem 
der Kegelschnitt zu einer doppelten Geraden wird. 
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n^ Ordnet man den Punkten einer Cnrve dritten 
Grades vom Range Null in der Weise die Punkte einer 
Geraden zu, dass jedem Punkte der ersteren ein Punkt 
der letzteren, jedem Punkte der letzteren aber zwei 
Punkte der ersteren entsprechen, so ist der geometri- 
sche Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte 
eine geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Null. 

Setzt man im zweiten Falle an die Stelle der Ebene E' = 
eine Ebene £ + A;(^ — <J£' = 0, so gelangt man, dem Vorigen ent- 
sprechend, zu dem Satze: 

n. Man erhält eine geradlinige Fläche fünften 
Grades vom Range Null, wenn man die Punkte zweier 
Curven dritten Grades, welche beide vom Range Null 
sind, eindeutig auf einander bezieht, einen Punkt der 
einen mit dem ihm entsprechenden Punkte der anderen 
zusammenfallen lässt und die entsprechenden Punkte 
durch gerade Linien mit einander verbindet. 

Aus den angestellten Betrachtungen geht hervor, dass jede ge- 
radlinige Fläche fünften Grades vomRange Null durch 
eine der angegebenen Constructionen I. und 11., oder L, 
n*., IP. erhalten werden kann. 

JB. "Wir beschäftigen uns nun mit der Doppelcurve der betrach- 
teten Flächen und fassen darauf (C) einige Fälle, in denen sie zer- 
fallt, näher ins Auge, ohne uns jedoch hierbei ein Erschöpfen des 
Stoffes zum Ziele zu setzen. Die einzelnen Arten der geradlinigen 
Flächen fünften Grades vom Range Null,* die sich durch die Betrach- 
tung der Doppelcurve ergeben, bezeichnen wir der Reihe nach durch 
beigesetzte römische Ziffern. 

In dem ersten Falle (m = 4,n = l) (s. die Gleichungen auf 
S. 32) ist die Gerade p = 0, q = eine vierfache Gerade der 
Fläche. — (I.) 

In dem * zweiten Falle ( m = 3 , n = 2 ) ist die Gleichung der 
Fläche 
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Durch theilweise Elimination erhält man die Gleichungen 

(aq-'bp)t' + (ar-Vp)t-a'p = 0, 
art^+{br-^a'p)t + Vr-a'q = 0; 

es lässt sich also die Gleichung der Mäche auch in folgende Form 
setzen 

aq — bp ar — Vp —a'p 



p q r 

ar br — a'p b'r —a'q 



= 0. 



Indem man fortfährt, zwischen den beiden soeben erhaltenen Glei- 
chungen, welche in Bezug auf den Parameter t vom zweiten Grade 
sind, und der Gleichung J?' =: zu eliminiren, erhält man folgende 
Gleichungen 

9i^ + 9f = 0, 
92^ + ^5 = 0, 
93^ + ^4 = 0, 
wenn man die Ausdrücke 

{aq-bp)q'-{ar-Vp)p, 
{aq—bp)r + a'p^ = aqr-'{lbr—a'p)p, 
{ar—b'p)r + a'2}q = ar^-'{Vr^a'q)p, 

{br'-a'p)r—{Vr—aq)q 

der Reihe nach mit ^j, 9,, 9^, 9^ bezeichnet. Die Gleichung der 
Fläche erscheint nun unter den Formen 

in welchen sie mit den ausserwesentlichen Factoren p = 0, j =s 0, 
r = behaftet ist. 

Aus den identischen Gleichungen 

m 

geht hervor, dass die Flächen 9, = 0, 9, = 0, 9, = 0, 9^ = 
durch dieselbe Curve hindurchgehen, wenn diejenigen Theile ihrer 
Durchschnitte Ausgeschlossen werden, die in den Ebenen p = 0, 
2 = 0, r =: liegen; ferner geht aus denselben, in Verbindung mit 



Ueber die geradlinigen Flächen fünften Grades. 35 

den Gleichungen der Fläche, hervor, dass diese allen \der Flächen 
gemeinschaftliche Curve eine Doppelcurve der Fläche ist. 

Die Flächen 9, = und g?, = haben drei gerade Linien ge- 
meinschaftlich : 

. p == 0, r = 0, 
^ = 0, a = 0, 
r = 0, a = 0, 

also ist die Curve, welche sie ausserdem gemeinschaftlich haben, vom 
sechsten Grade ; dieselbe hat im Punkte p = 0, g = 0, r = einen 
dreifachen Punkt, weil durch diesen Punkt, der für die Flächen ^, = 
und 9?j = ein Doppelpunkt, also für deren Durchschnittslinie ein 
\derfacher Punkt ist, nur eine der drei den beiden Flächen gemein- 
schaftlichen Geraden geht. 

Die Fläche 9J— 9, 9» = wird umhüllt von der Flächenschaar 

jede dieser Flächen dritten Grades schneidet die geradlinige Fläche 
fünften Grades in der Doppelcurve sechsten Grades, berührt dieselbe 
längs einer Erzeugenden und geht ausserdem noch durch eine Erzeu- 
gende der Fläche hindurch. Dasselbe gilt für die Flächenschaar 

q>^f + 2ipj + ip^ = 0. 

Jede Erzeugende der Fläche schneidet dreimal die Doppelcurve, also 
kaan diese nicht auf einer Fläche zweiten Grades liegen, weil sonst 
jede Erzeugende der Fläche zugleich Erzeugende der Fläche zweiten 
Grades sein müsste. — Durch jeden Punkt der Curve gehen zwei 
Erzeugende, von denen jede die Curve noch zweimal schneidet; der 
Kegel fünften Grades, welcher die Doppelcurve zur Leitlinie und 
einen Punkt derselben zum Mittelpunkt hat, enthält also zwei dop- 
pelte und eine dreifarche Erzeugende wegen des dreifachen Punktes ; 
die Curve sechsten Grades ist also im Allgemeinen vom Range Eins. 
Da auch eine vierfache Gerade für eine Doppelcurve sechsten 
Grrades zählt, so haben wir den Satz: 

Alle geradlinigen Flächen fünften Grades vomRange 
Null haben eine Doppelcurve vom sechsten Grade, wel- 
che nothwendig einen dreifachen Punkt besitzt. — (11.) 

Derselbe lässt sich wie folgt umkehren : 

Jede unzerlegbare Fläche fünften Grades mit ei- 

3* 
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ner Doppelcurve sechsten Grades ist eine geradlinige 
Fläche vom Range Null. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist evident, wenn die Doppelcurve 
sechsten Grades unzerlegbar ist; denn in diesem Falle gibt es, vor- 
ausgesetzt, dass die Doppelcurve nicht einen vierfachen Punkt hat, 
unendlich viele gerade Linien, welche die Doppelcurve in drei von 
einander verschiedenen Punkten schneiden, mit der Fläche sechs Punkte 
gemeinsam haben und daher ganz auf der Fläche liegen müssen. 

Der Kegel nämlich, für welchen eine Raumcurve Leitlinie ist, 
und dessen Mittelpunkt ein Punkt der Curve ist, hat für alle Raum- 
curven von höherem als dem vierten Grade Doppelkanten. Unter 
diesen sind, wenn der Punkt auf der Curve nicht in singulärer Lage 
gewählt wird, und die Curve, ist sie vom fünften Grade, nicht etwa 
einen dreifachen Punkt, ist sie vom sechsten Grade, nicht etwa einen 
vierfachen Punkt, ist sie vom w*«° Grade, nicht einen (n— 2) fachen 
Punkt besitzt, jedesmal solche enthalten, welche die Curve in drei 
von einander verschiedenen Punkten schneiden. 

Eine Doppelcurve sechsten Grades mit einem vierfachen Punkte 
kann aber eine unzerlegbare Fläche fünften Grades aus dem Grunde 
nicht haben, weil der \äerfache Punkt der Doppelcurve zugleich ein 
vierfacher Punkt der Fläche und der Kegel zweiten Grades, auf wel- 
chem die Curve liegt, ein Theil der Fläche sein würde. 

Diese Schlussweise kann nicht ohne Weiteres auf alle Fälle aus- 
gedehnt werden, in denen die Doppelcurve sechsten Grades in Curven 
niederer Grade zerfallt ; eine genauere Untersuchung zeigt aber, dass 
der obige Satz auch in diesen Fällen noch richtig bleibt. 

C. Die Doppelcurve sechsten Grades der geradlinigen Flächen 
fünften Grades vom Range Null kann auf mannigfache "Weise zer- 
fallen. Einige der hierbei möglichen Fälle wollen wir hier näher be- 
trachten. 

Es sei zunächst auf der Fläche eine dreifache Leitgerade 
vorhanden. 

Sind p, = und q^ == die Gleichungen zweier durch die drei- 
fache Leitgerade gehenden Ebenen, so lässt sich jede andere durch 
dieselbe Leitgerade gehende Ebene durch die Gleichung Pi^'+9i = 
darstellen. 

Eine solche Ebene schneidet aus der Fläche zwei Erzeugende 
aus, die von der Leitgeraden im Allgemeinen verschieden sind; zu 
jedem Werthe von A' gehören also zwei Werthe des Parameters t'; 
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zu jeder Erzeugenden, also auch zu jedem Werthe von t' gehört aber 
nur eine Ebene, welche die Leitgerade enthält, also auch nur ein 
Werth von k'. 

Hieraus folgt, dass k' eine rationale Function zweiten Grades 
des Parameters t' ist. 

Die zwischen den beiden Grössen X' und t' bestehende Gleichung 
kann man durch lineare Substitution beider Variablen auf die Form 

bringen. Denkt man sich dies ausgeführt, so erhält man als allge- 
meine Gleichungen einer geradlinigen Fläche fünften Grades mit einer 
dreifachen Leitgeraden 

pt' + q = 0, 
at* + bt^ + b't+a' = 0; 
{aq-b'p)t +{bq-a'p) = 0, 
{aq-b'pyq + {a'p'-bqyp = 0. 

Jede der beiden Ebenen p = und g = berührt die Fläche längs 
einer Geraden. 

[Gehen durch jeden Punkt der dreifachen Geraden nicht drei, 
sondern nur zwei oder nur eine von derselben verschiedene Erzeu- 
gende, so ist die dreifache Gerade eine besondere Lage der Erzeu- 
genden oder eine Doppelerzeugende der Fläche , und die Gleichung 
at*+bf+b't+a' = muss dann liir einen oder für zwei Werthe des 
Parameters t eine durch die dreifache Gerade gehende Ebene darstel- 
len, oder die Form haben: 

{ae + bt + c){t-'t,)+ccp + ßq = ü, 
{at + b){t^t-){t-t,)+{ap + ßq)t + a,p + ß,q = Ü.] 

Ausser der dreüachen Geraden ^^ = 0, gr = enthält die Fläche 

als Doppelcurve die Raumcurve di*itten Grades , in welcher sich die 

Flächen 

aq-b'p = 0, bq-a'p = 0, aa'-bb' = 

schneiden; dieselbe hat mit der dreifachen Geraden zwei Punkte ge- 
meinsam. — (HI.) 

Diese Curve dritten Grades kann in einen Kegelschnitt und eine 
Gerade oder in drei Gerade zerfallen. 

Damit dieselbe in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfalle, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die beiden Flächen aq—Vp = 
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lind hq—ap = ausser der Geraden i> = 0, ^ = noch eine Gerade 
der anderen Schaar gemeinsam haben ; liegt diese in der' Ebene 
2>Ay + g[ = ü, so hat man die identische Gleichung 

Unter dieser Voraussetzung ist, ebenfalls identisch, 

ag-6'jp = x,(6g-a» + (a-x,6-ftoi>)(iU,+ 3), 

und es liegt der beiden Flächen gemeinschaftliche Kegelschnitt in 
der Ebene «— »o^~f*o2^ = 5 = 0. 

"Wir haben dann als Gleichung der Fläche 

[s(pK+ (Z) + ^o(*2-«»]'2 + (bq-a'pYp = 0. - (IV.) 

Die Gerade p^o + Q = ^i d'+bX^ = ist in diesem Falle eine dop- 
pelte Erzeugende der Fläche. 

Haben beide Flächen zweiten Grades aq—Vp = und hq—a'p = 
vier Gerade gemeinsam, zwei von jeder Schaar, so ist diejenige Ge- 
rade, welche mit p = 0, q = zu derselben Schaar gehört, eine 
zweifache Leitlinie, während die beiden anderen Doppelerzeugende 
der Fläche sind. 

Wir erhalten die allgemeine Gleichung dieser Fläche aus der 
vorigen, wenn wir die Bedingung hinzufügen, dass die Ebene 5 = 
durch zwei Erzeugende der Fläche bq—a'p = hindurchgehen soll. 

Liegt die eine derselben in den Ebenen 2^^i+ 3 = 0, a'+ bk^ = 0, 
so hat die Gleichung der Ebene s die Form 

s = a(pk, + q) + ß{a+bk,), 
und diese Ebene schneidet die Fläche noch in der Geraden 

5 = 0, a{pX, + q) + ß{a'+bX,) = r = 0. 
Dann ist identisch 

bq^a'p = j^j-^::^[s{pX,+ q)''r(pX, + q)]. 

Schreibt man nun p' für 2^K + Qj tf' ^i' P^i + Qj ^^ erhält die allge- 
meine Gleichung der Fläche die Form : 

{(ip's—vq'ryq + i^'p's — vq'rfp = 0, 

worin |ii , i/ , /*', v' willkürliche Constanten bezeichnen ; 2> = 0, 3 = 
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sind die Gleichungen der dreifachen, r = 0, s = die Gleichungen 
der zweifachen geraden Leitlinie ; ^' = 0, r = und g' = 0, s = 
sind die Gleichungen von zwei Doppelerzeugenden der Fläche. — (V.) 
Die beiden Flächen zweiten Grades aq—Vp = und bq—ap = 
können sich auch längs der Geraden p = 0, q =i berühren; dann 
ist in dem Ausdrucke für s die Constante ß gleich Null zu setzen, 
und wir erhalten als allgemeine Form der Gleichung der Fläche 

Mbq-ap) +ap'q'Yq + {bq-a'pyp = 0. 

Dann enthält die Fläche neben der dreifachen geraden Leitlinie eine 
überall unendlich nahe zweifache gerade Leitlinie und ausserdem zwei 
in den Ebenen p' = und q = liegende doppelte Erzeugende. 
Das Hyperboloid bq—a'p = beehrt die Fläche längs der Geraden 
l> =s 0, { a= und schneidet diese als lünffache Gerade aus. 

Entwickelt man die obige Gleichung, so wird für jeden Punkt in 
der Nähe der Geraden 2> = 0, q = nur das Glied 

unendlich klein von der dritten Ordnung. Die Ebene j> + xjg == ist 
eine Tangentialebene der Fläche längs dieser Geraden ; dieselbe schnei- 
det aus der Fläche diese Gerade vierfach aus. 

Die beiden anderen Tangentialebenen der Fläche in jedem Punkte 
dieser Geraden fallen jedesmal mit der Tangentialebene der Fläche 
bq^a'p = zusammen. 

Man kann daher sagen, dass die betrachtete Fläche längs der 
Geraden /> = 0, g = des Hyperboloids bq—a'p = sich selbst 
berühre. 

Jede durch die Gerade j|) = 0, g = gelegte Ebene scbiicidet 
aus der Fläche zwei sich auf der Leitgeraden schneidende Erzeugende 
aus. Denkt man sich einen Theil der Fläche durch stetige Verände- 
rung der einen dieser Geraden, einen zweiten durch stetige Verände- 
rung der zweiten Geraden erzeugt, so berühren sich beide Theile, 
und es rechtfertigt sich die gebrauchte Bezeichnung Selbstberüh- 
rung für diese Singularität der Fläche. — 

Die hier betrachtete Singularität ist dieselbe, welche Herr Cay- 
ley in seinem Second Memoir on Skew Surf'aceSj otfierwise Scrolls, Phil. 
Trans, vol. 1B4, (1865) pp. 559 — 577 als line twofold bezeichnet. 

Auf einen allgemeineren Fall als den betrachteten, der sich von 
ihm durch Wegfall der beiden Doppelerzeugenden unterscheidet, wer- 
den wir in § 4 zurückkommen. 
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"Wir betrachten nun den Fall, in welchem die geradlinige Fläche 
fünften Grades vom Range Null eine doppelte Leitgerade hat. 

Durch eine Ueberlegung, welche der im vorigen Falle der drei- 
fachen Leitgeraden durchgeführten ganz analog ist, zeigt man, dass 
man aus dem allgemeinen Falle den vorliegenden erhält, wenn man 
festsetzt, dass die Ebenen a = 0, 6 = 0, i?' = 0, a' = durch die- 
selbe Gerade gehen. 

Die Doppelcurve, welche die Fläche ausser der doppelten Leitge- 
raden besitzt, ist vom fünften Grade ; dieselbe hat, ebenso wie im aUge- 
meinen Falle die Doppelcurve sechsten Grades, einen dreifachen Punkt 
und liegt daher auf einem Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt 
dieser dreifache Punkt ist. In Fojge dessen ist dieselbe vom Range 
Null und hat demnach ausser dem dreifachen Punkte noch drei 
scheinbare Doppelpunkte. Mit der doppelten Leitgeraden hat dieselbe 
zwei Punkte gemeinsam. Umgekehrt ist jede Raumcurve fünften Gra- 
des mit den genannten Eigenschaften im Verein mit einer dieselbe 
zweimal schneidenden Geraden Doppelcurve einer geradlinigen Fläche 
fünften Grades. — (VI.) 

Von jedem Punkte der Geraden gehen nämlich zwei von der Ge- 
raden verschiedene, die Curve fünften Grades zweimal schneidende 
Strahlen aus, und in jeder durch die Leitgerade gelegten Ebene lie- 
gen drei derselben. 

Die Curve fünften Grades kann dadurch zerfallen, dass eine dop- 
pelte Erzeugende auftritt. Diese Doppelgerade muss, weil sie auf 
dem Kegel zweiten Grades liegt, durch den dreifachen Punkt hin- 
durchgehen ; der Rest der Doppelcurve ist eine Curve vierten Grades 
mit einem Doppelpunkt, welche von der doppelten Leitgeraden in 
einem Punkte geschnitten wird. Umgekehrt ist auch eine Raumcurve 
vierten Grades mit einem Doppelpunkte im Verein mit einer Geraden, 
von der sie einmal geschnitten wird, Doppelcui've einer geradlinigen 
Fläche fünften Grades, welche ausserdem eine doppelte Erzeugende 
enthält. — (VII.) 

Wir nehmen nun an, die Doppelcui've sechsten Grades zerfalle, 
ohne dass sich Leitgerade unter den Theilcn befinden. 

In zwei Curven dritten Grades kann die Doppelcurve sechsten 
Grades aus dem Grunde nicht zerfallen, weil die eine derselben von 
jeder Erzeugenden zweimal geschnitten werden niüsste. Diese Be- 
stimmung würde die andere Raumcurve einfach lassen. 

Wir nehmen also an, die geradlinige Fläche habe einen 
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doppelten Kegelschnitt; der Rest der Doppelcurve ist 
eine Curve vierten Grades und zwar mit einem Doppel- 
punkte, durch welchen der doppelte Kegelschnitt hin- 
durchgeht. Ausserdem hat der Kegelschnitt noch zwei 
Punkte mit der Raumcurve vierten Grades gemeinsam. — 

(vm.) 

Dies folgt daraus, dass die Doppelcurve einen dreifachen Punkt 
haben muss, und daraus, dass die Ebene des doppelten Kegelschnitts, 
welche aus der Fläche nur noch eine Erzeugende ausschneidet, keinen 
mehrfachen Punkt enthalten kann, der nicht auf dem Kegelschnitt 
selbst liegt. 

Die genannten Bedingungen« sind auch dafür hinreichend , dass 
ein Kegelschnitt und eine Raumcurve vierten Grades mit Doppel- 
punkt Doppelcurve einer geradlinigen Fläche fünften Grades sei. 

Da wir vorausgesetzt hatten , dass die Fläche keine mehrfache 
gerade Leitlinie enthalte, so enthält sie entweder eine einfache gerade 
Leitlinie oder einen einfachen Leitkegelschnitt. 

tn ersteren Falle lassen sich die Gleichungen der Erzeugenden, 
wenn wir zu den reciprokpolaren Gebilden übergehen, auf die Form 

at*+be+c = ü, 
pt + q = 

bringen. 

Betrachtet man nun die einfache Leitgerade und die Doppelcurve 
vierten Grades als Leitlinien für einen Strahl, welcher die Leitgerade 
einmal und die Curve vierten Grades zweimal schneidet, so überzeugt 
man sieh, dass ausser der geradlinigen Fläche fünften Grades noch 
eine geradlinige Fläche bestimmt wird, da die Curve vierten Grades 
zwei scheinbare Doppelpunkte hat und demnach von jedem Punkte 
der Leitgeraden zwei Strahlen ausgehen. 

Eine Gerade und eine Curve vierten Grades mit zwei scheinba- 
ren Doppelpunkten bestimmen auf diese Weise im Allgemeinen eine 
geradlinige Fläche achten Grades; denn jede durch die Gerade ge- 
legte Ebene enthält vier Doppelpunkte, entsprechend sechs Geraden, 
und die Gerade selbst ist eine doppelte. 

Liegen auf einer geradlinigen Fläche fünften Gra- 
des eine einfache Leitgerade und eine Doppelcurve 
vierten Grades, so geht durch diese beiden Linien noch 
eine geradlinige Fläche dritten Grades, von der jede 
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Erzeugende die Leitgerade einmal und die Doppel- 
curve vierten Grades zweimal schneidet. 

Wir erhalten auch umgekehrt den Satz: 

Die einfache Leitgerade einer geradlinigen Fläche 
dritten Grades bestimmt mit jeder Curve vierten Gra- 
des, welche zwei scheinbare Doppelpunkte hat und auf 
der Fläche liegt, ausser der geradlinigen Fläche dritten 
Grades im Allgemeinen noch eine geradlinige Fläche 
fünften Grades mit doppeltem Kegelschnitt. 

Man kann bekanntlich auf jeder, geradlinigen Fläche dritten Gra- 
des beliebig viele solche Ciu'ven vierten Grades erhalten, welche alle 
einen Doppelpunkt haben, indem man durch einen Kegelschnitt der 
Fläche, oder durch zwei auf der Doppelgeraden sich schneidende Er- 
zeugende eine Fläche zweiten Grades legt ; diese schneidet die Fläche 
dritten Grades in einer Curve der verlangten Beschaffenheit. 

Umgekehrt kann man durch jede Raumcurve vierten Grades mit 
einem Doppelpunkt beliebig viele geradlinige Flächen dritten Grades 
legen. .Durch den Doppelpunkt ziehe man eine Gerade, so ist der 
geometrische Ort der Strahlen, welche die Gerade einmal und die 
Curve zweimal schneiden, eine geradlinige Fläche dritten Grades. 

Ganz analog kann man verfahren, indem man zwei Kegelschnitte, 
die sich in zwei Punkten schneiden, an die Stelle der Curve vierten 
Grades setzt. 

Die einfache Leitgerade der geradlinigen Fläche dritten Grades, 
die man erhält, bestimmt mit den beiden Kegelschnitten ausser^ dieser 
Fläche dritten Grades noch eine geradlinige Fläche fünften Grades, 
welche neben diesen beiden Doppelkegelschnitten noch einen dritten 
Doppelkegelschnitt besitzt. — (,IX.) 

Wir gehen nun zur Betrachtung des anderen Falles über, in 
welchem die geradlinige Fläche einen einfachen Leitkegelschnitt und 
einen Doppelkegelsehnitt besitzt. Drücken wir die Coordinaten zweier 
einander entsprechender Punkte beider Kegelschnitte rational durch 
je einen Parameter, t und s aus, so ist es stets möglich, diese Para- 
meter so zu wählen, dass die zwischen ihnen bestehende Gleichung 
die Form s = (* hat. 

Gehen wir zu den reciprokpolaren Gebilden über, so erhalten 
wir als Gleichungen der Erzeugenden 
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af+bt'+c = 0, 
pf+qt +r = 0; 

die Ebenen, welche durch diese Gleichungen dargestellt werden, um- 
hüUen die Kegel b*—4ac == und q^ — ^pr = 0. 

Damit durch die beiden Grleichungen eine geradlinige Fläclic 
fünften Grades bestimmt werde, ist erforderlich, dass für einen be- 
stimmten Werth t = t^ die beiden Kegel eine gemeinsame Tangen- 
tialebene haben, — oder dass ein Punkt des einen Kegelschnitts mit 
seinem entsprechenden Punkte auf dem anderen Kegelschnitte zusam- 
menfalle. Wir setzen also voraus, dass identisch die Gleichung be- 
stehe 

atl + btl + c =ptl + qt, + r. 

Dann erhält man als gleichbedeutend mit den obigen Gleichungen 
die folgenden: 

E= [a{t'+tl)+b^p]{t + t,)^q = 0, 

E'= pf + qt + r = 0, 

at*+bi^+c = E{t-tJ + E\ 

Betrachtet man nun den Durchschnitt der Fläche mit der Ebene 
g = 0, so ergibt sich 

af + atl + b-p = 0, 
pt^ + r = 0; 

d. h. die Erzeugende , welche dem Werthe t = t^ entspricht , geht 
durch denselben Punkt der Ebene g = , durch welchen die dem 
Werthe t = — ^j entsprechende Erzeugende hindurcli geht; der von 
der Ebene g = ausgeschnittene Kegelschnitt 

q = 0, p{atl + b—p)—ar = 0, 

oder, wenn t^ nicht gleich Null ist, 

afl+b-p = ^'^^ 

g = 0, pr—pc—artl = 0, 

ist also ein Doppelkegelschnitt der Fläelio. 

Weil nun diese Fläche ebenso wie ihre reciproke Polarfläche 
einen Doppelkegelschnitt enthält und ebenso allgemein ist, brauchen 
wir nicht zu der ursprünglichen zurückzukehren ; wir bleiben also 
gleich bei dieser stehen. 
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Die obige Formel zeigt, dass die Ebene q = mit der Fläche 
die Erzeugende gemeinsam hat, welche sich für t + i^ = Ojt=~-t^ 
ergibt : 

(? = 0, ptl-qt. + r = 0, 
2 = 0, ptl + r = 0. 

Die Doppelcurve vierten Grades ergibt sich als Durchschnitt der 
beiden Kegel 

p'-^ptl-qt.+ r) = 0, 
r'-c{ptl-qt,+ r) = 0, 

deren gemeinschaftliche Tangentialebene ptl—qt^ + r = ist, welche, 
wie gezeigt , die in der Ebene des doppelten Kegelschnitts liegende 
Erzeugende der Fläche enthält. Weil die beiden Kegel eine gemein- 
schaftliche Tangentialebene haben , so folgt , dass ihr Durchschnitt 
wirklich einen Doppelpunkt hat, wie schon vorher geschlossen. 
Dass der Doppelkegelschnitt 

gr = 0, pr^pc—art\ = 

die Doppelcurve vierten Grades ausser in dem Doppelpunkte derselben 
jp = 0, q = Oj r = noch in zwei ferneren Punkten schneidet , zeigt 
man analytisch wie folgt. 

Setzt man in den Gleichungen der beiden Kegel g = 0, so ist 

p a 



P{p-ail)-ar = 0; -^ = 



r p—(^^ 

r(r-c)-cK = 0; 4= *'"'' 



1 i 





r ctl 







Hieraus ergibt sich 

a r—c ., ^ 

Der Fall t^ = 0, auf welchen wir uns den Fall ^o = ^ zuriickgeföhrt 
denken , erfordert eine besondere Betrachtung , indem dann die Glei- 
chung des zweiten Kegels identisch erfüllt ist. Setzt man jedoch für 
c seinen Werth 

c = r + qt,+ {p--b)tl^atl 

80 erhält die Gleichung des Kegels den identischen Factor ^J; lässt 
man diesen fort , so ergibt sich eine Gleichung , welche auch für 
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i^ SS einen bestimmten Sinn behält und dann in q'~-2rp + rb = 
übergebt. 

Aus der Gleichung des zweiten Kegels ergibt sich für g = 0, 
b—2p = 0. Die Ebene b—2p = schneidet die Ebene g = in 
einer Geraden, deren Durchschnittspunkte mit dem Kegel p^—ar = 
auf dem Kegelschnitte g s= 0, p(b-'p)'-ar = liegen. 

Eff entsteht nun die Frage, welche Ebene enthält den einfaclien 
Kegelschnitt der Fläche? 

Der dreifache Punkt der betrachteten geradlinigen Fläche ist ein 
Punkt des doppelten Kegelschnitts, und zwar liegt derselbe auf der 
in der Ebene des doppelten Kegelschnitts liegenden Erzeugenden der 
Fläche; also ist die dreifache Tangentialebene der Fläche eine Tan- 
gentialebene des umschriebenen doppelt berührenden Kegels 6'— 4<ic = 
und enthält die durch dessen Mittelpunkt gehende Erzeugende der 
Fläche. 

Hiemach erhält man folgende Construction der dreifach berührenden 
Ebene : Vom Mittelpunkte a = 0, 6 = 0, c = des doppelt berüh- 
renden Kegels V—4:ac = lege man an den einfach berührenden 
Kegel g*— 4pr = die beiden Tangentialebenen. Die eine derselben, 
P^ + ?'o + ^ = 0, ist beiden Kegeln gemeinschaftlich. Der anderen 
entspricht eine bestimmte Tangentialebene des Kegels i*— 4ac = 0, 
welche dieselbe in einer durch den Punkt a = 0,6 = 0,c = 
gehenden Erzeugenden schneidet. Die zweite durch diese Erzeugende 
gehende Tangentialebene des Kegels &*— 4ac = ist die dreifach 
berührende Ebene der Fläche, welche mit der Fläche drei Erzeugende 
und einen einfachen Kegelschnitt gemeinsam hat. 

Da im allgemeinen Falle der einfache Kegelschnitt mit der Doppel- 
curve sechsten Grades drei Punkte gemeinsam hat und derselbe im 
vorliegenden Falle mit dem Doppelkegelschnitt einen Punkt gemein- 
sam hat, so hat derselbe mit der Doppelcurve vierten Grades zwei Punkte 
gemeinsam. 

Ein Kegelschnitt, welcher mit einer Raumcurve vierten Grades 
mit zwei scheinbaren Doppelpunkten zwei Punkte gemeinsam hat, 
bestimmt mit derselben im Allgemeinen eine geradlinige Fläche zehn- 
ten Grades. 

Wir erhalten also den Satz: 

Liegen auf einer geradlinigen Fläche fünften Grades 
ein einfacher Kegelschnitt und eine Doppelcurve vier- 
ten Grades, so geht durch diese beiden Linien noch eine 
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zweite geradlinige Fläche fünften Grades hindurch, von 
der jede Erzeugende den Kegelschnitt einmal und die 
Doppelcurve vierten Grades zweimal schneidet. 

Zu den geradlinigen Flächen fünften Grades, welche einen doppel- 
ten Kegelschnitt und eine Doppelcurve vierten Grades besitzen , ge- 
hören auch die abwickelbaren Flächen fünften Grades. 

Die Doppelcurve der abwickelbaren Flächen muss jede^al in 
die Rückkehrkante und eine eigentliche Doppelcurve zerfallen; die 
letztere fehlt nur bei den abwickelbaren Flächen vierten Grades. Da 
eine abwickelbare Fläche überhaupt eine Leitgerade nicht besitzen 
kann, so müssen die abwickelbaren Flächen fünften Grades sich unter 
denen befinden, bei welchen ein Kegelschnitt ein Theil der Doppel- 
curve ist. 

In BetreflF der abwickelbaren Flächen fünfter Ordnung sei es gestat- 
tet, auf die schon genannte Arbeit des Verf. zu verweisen, in welcher 
auch die Literatur über diese Flächen möglichst vollständig angegeben ist. 

Wir benutzen die abwickelbaren Flächen fünften Grades , um 
den zuletzt angeführten Satz an einem Beispiele zu erläutern , und 
stellen zu diesem Zwecke vorher einige auf dieselben bezüglichen 
Gleichungen zusammen. 

Gleichung der umhüllenden Ebene: 

Jede Erzeugende liegt ferner in den Ebenen: 

at' + Sbt +3c =0, 

bt' + 3ci'+ e = 0, 

at* -6c^'-3e = 0. 

Die Rückkehrkante ist Durchschnittslinie der beiden Kegel : 

ae + 3c» = , 3ft*-4ac = 0. 

Doppelter Kegelschnitt: 6 = 0, ae— 9c» = 0. 
Einfacher Kegelschnitt: e = 0, 3ac— 26* = 0. 

Gleichung der abwickelbaren Fläche: 

a(ac + 3c»f-6c(ac + 3c»)(36»-4ac)-3c(36»-4ac)' = 0. 

Durch einen Punkt des einfachen Kegelschnitts a : 6 : c : c = 6 :— 3^ : ^ : 
legen wir eine durch die Doppelcurve vierten Grades gehende Flache 
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zweiten Grrades 

(ac + 3c')-^'(36'-4ac) = 0. 

Die Tangentialebene derselben in dem betrachteten Punkte ist 

2at* + 9be+15ct'+Se = 0. 

Dieselbe schneidet aus der Fläche zweiten Grades zwei Gerade aus, 
welche beziehlich in den Ebenen at*+3bt + 3c = und 2at*+ Sbt-3c = 
liegen. 

Jede dieser beiden Geraden schneidet den einfachen Kegelschnitt 
einmal und die Doppelcurve vierten Grades in zwei von einander 
verschiedenen oder unendlich nahen Punkten. Die erste Gerade ge- 
hört der abwickelbaren Fläche an, die zweite aber erzeugt die gerad- 
linige Fläche fünfte Grades 

2at* + 9bf + 16ct' + 3e = 0, 

2at^ + Sbt - 3c =0, 

4at* -24c^'-3c = 0, 

2bi*+ 6ct'+ 6 = 0. 

Die Ebene 6 = enthält den doppelten Kegelschnitt der Fläche 
6 =: 0, a6-^9c' = 0. Die Gleichung der geradlinigen Fläche ist 

4a(a6 + 3c")"-24c(ac-F3c')(36'-4ac)-3c(36»-4ac)' = 0. 

Wir kehren nun zu der Betrachtung der geradlinigen Flächen 
fünften Grades, welche einen doppelten Kegelschnitt und eine Doppel- 
curve vierten Grades enthalten, zurück. 

Die Doppelcurve vierten Grades dieser Flächen kann selbst wieder 
in zwei Kegelschnitte zerfallen , so dass dann die geradlinige Fläche 
fönften Grades drei doppelte Kegelschnitte besitzt. 

Die Bedingung hierfür stellen wir folgendermassen auf. 

Zwischen den sechs Ausdrücken a, J, c, /?, q, r besteht der Vor- 
aossetznng zufolge die eine identische Relation 

atl + btl + c = ptl + qt. + r-, 

weil es aber bloss vier homogene, von einander unabhängige Coordi- 
naten gibt, so besteht zwischen diesen sechs Ausdrücken noch eine 
solche identische Relation, welche wir gleich in die Form 

setzen können. 
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Wir erhalten aus den Gleichungen der beiden Kegel, welche durch 
die Doppelcurve hindurchgehen, 

p'-aiptl-^qt^+r) = 0, 
r'-ciptl'-qt.+ r) = 

diejenige des dritten durch die Doppelcurve gehenden Kegels zweiten 
Grades mit der Spitze p = Oj q = 0, r = 0: 

Die Richtung der Tangenten der Curve im Doppelpunkt wird gegeben 
durch die Gleichungen 

ptl-qto + r = 0, «V-yV« = 0, 
ap + yr = 0, ap^yr = 0. 

Wenn also die Curve vierten Grades in zwei Kegelschnitte zerfallt, 
mithin die Gleichung tt^p^—y^r^'-{^p + iiq + vr){ptl^qt^+r) =s das 
Product zweier linearen Factoren ist, so müssen dieselben die Form 
haben 

ccp-yr + 6 (ptl-qt^+r) = 0, 
ap + yr +6,(ptl-qt,+r) = 0. 

Wenn wir die Producte identificiren , so ergibt sich 

Finden diese Gleichungen statt, d. h. besteht die Gleichung 

für irgend welche Werthe von a, y, ft, 6 identisch , so zerfallt die 
Doppelcurve vierten Grades in zwei Kegelschnitte, die zwei Punkte 
gemeinsam haben. 

Es gibt also geradlinige Flächen fünften Grades 
mit drei doppelten Kegelschnitten. Diese drei Kegel- 
schnitte haben einen Punkt gemeinsam und schneiden 
sich zu je zweien in noch je einem Punkte. — (IX.) 

Oder umgekehrt: 

Legt man in die drei Seitenflächen p = 0, 2 = 0, r = 
eines Tetraeders 2)qrs = je einen Kegelschnitt, der 
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durch die Ecken der Seitenflächen desselben hindurch- 
geht, so sind diese drei Kegelschnitte im Allgemeinen 
die vollständige Doppelcurve einer geradlinigen Fläche 
fünften Grades vom Range Null. 

Es ist auch möglich , dass die drei Punkte , in welchen sich die 
drei Kegelschnitte zu je zweien schneiden , in einen zusammenfallen, 
dass also die Ebenen der drei Kegelschnitte durch dieselbe Gerade gehen. 
Dann haben jedoch die drei Kegelschnitte in diesem Punkte nothwendig 
eine gemeinschaftliche Tangentialebene , während sie eine solche in 
dem anderen, ihnen gemeinsamen Punkte nicht haben dürfen, weil 
sonst die Fläche zweiten Grades , auf welcher die drei Kegelschnitte 
in diesem FaUe liegen würden , ein Theil der geradlinigen Fläche 
fünften Grades sein würde. 

Eine solche Fläche hat nun im Allgemeinen einen einfachen Leit- 
kegelschnitt , welcher mit je zweien der Doppelkegelschnitte noch je 
eine zweite geradlinige Fläche fünften Grades bestimmt. — 

Ein anderer Grund des Zerfallens der Doppelcurve sechsten 
Grades der allgemeinen geradlinigen Fläche fünften Grades vom Range 
Null ist der, dass Doppelerzeugende auftreten. 

Enthält die Fläche eine gerade Leitlinie, welche die Eigenschaft 
besitzt , dass durch jeden ihrer Punkte höchstens eine von der Leit- 
linie verschiedene Erzeugende hindurchgeht, so kann eine Doppeler- 
zeugende nur auftreten, wenn sie mit der Geraden zusammenfallt. 

Enthält die Fläche einen einfachen Kegelschnitt , so muss die 
Doppelerzeugende, wenn die Fläche eine solche besitzt, in der Ebene 
dieses Kegelschnitts liegen ; mehr als eine Doppelerzeugende kann die 
Fläche in diesem Falle nicht besitzen. (X.) 

Eine geradlinige Fläche fünften Grrades kann auch eine dreifache 
Erzeugende haben. 

Jede Ebene, welche durch eine dreifache Erzeugende einer gerad- 
linigen Fläche fünften Grades geht, schneidet die Fläche noch in einem 
Curvengebilde zweiten Grades. Da nun, wie oben bemerkt, auf einer 
geradlinigen Fläche fünften Grades höchstens ein einfacher Kegel- 
schnitt liegen kann, so müssen diese Gebilde zweiten Grades in zwei 
Gerade zerfallen, und es ist daher die dreifache Gerade zugleich eine 
gerade Leitlinie für die Erzeugenden der Fläche ; als solche kann die- 
selbe nur eine einfache Gerade sein ; da mit ihr die Erzeugende dreimal 
zusammenfallt, so ist diese Linie überhaupt eine vierfache Gerade 
der Flache. 

Sokwtrs, CtansuMlit AbkAndlmgra. n. 4 



50 Üeber die geradlinigen Flächen fünften Grades. 

§3. 
Besondere Betraclitnng der geradlinigenFlächen fünften 

(irrades vom Range Eins. 

Bei der allgemeinen Betrachtung der geradlinigen Flächen fünften 
Grades ist gezeigt worden, dass die Flächen vom Range Eins stets 
eine unendliche Schaar von Curven dritten Grrades ohne Doppelpunkte 
enthalten. 

Es ist also hier die Aufgabe zu lösen, zwei ebene Curven dritten 
Grades, — die nicht in derselben Ebene liegen, — durch Vermittelung 
algebraischer Gleichungen in allgemeinster Weise gegenseitig so auf- 
einander zu beziehen , dass jedem Punkte der einen ein Punkt der 
anderen entspreche. 

Damit dann durch die geraden Verbindungslinien entsprechender 
Punkte beider Curven eine geradlinige Fläche des fünften Grades 
bestimmt werde , ist erforderlich , dass ein Punkt der einen Curve 
mit dem ihm entsprechenden Punkte der anderen Curve zusammenfitUt. 

Wir lösen die genannte Aufgabe durch rein algebraische Be- 
trachtungen. 

Die beiden Curven dritten Grades seien in ihren Ebenen gegeben 
durch die Gleichungen 



X 



:y:0 = l:t: V^,(0 ; ^i(0 = ^^"Ott-g^, 



Es bezeichnen x:y:z und %i:v : w homogene Punktcoordinaten , t, $ 
zwei veränderliche Parameter ; g^, g^ ; ^J, gl^ bezeichnen Constanten. 

Jedem nicht singulären Werthe des Parameters t entsprechen zwei 
Punkte der ersten Curve ; jedem Punkte der ersten Curve soll ein 
Punkt der zweiten Curve entsprechen ; jedem Punkte der zweiten 
Curve entspricht ein Werth des Parameters s : also entsprechen jedem 
Werthe von t zwei Werthe von s. Ebenso wird gezeigt, dass jedem 
Werthe von s zwei Werthe von t entsprechen. Es besteht also zwi- 
schen den beiden Grössen s und t eine algebraische Gleichung, die 
in Bezug auf jede derselben vom zweiten Grade ist : 

fs^ + 2gs + h = ft^ + 2g't + }i = 0; 

s- j , t- -, . 

Den Werthen von /, für welche if^{t) = ist, sowie dem Werthe 
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^ = 00 entspricht nur ein Punkt der Curve, also auch nur ein Werth 
von s; es darf sich daher auch nur ein Werth von s aus dieser 
Gleichung ergeben; also ist die Discriminante g^ — fh nur durch einen 
Constanten Factor von tM verschieden ; dasselbe gilt für g'^—fh' 
und 1(^,(5). 

Bezeichnen wir den Werth von 8 , der dem Werthe ^ = 00 ent- 
spricht, mit s^, und mit t^ den Werth von ^, der dem Werthe s = 00 
entspricht , — den Fall , dass die Werthe 5 = 00, ^ = 00 einander 
entsprechen, betrachten wir nachher gesondert — , so hat die Grleichung 
die Form 

{t—t^y{8—s^y+ Glieder, die 5' und t^ nicht mehr enthalten: 

wo a, 6, c, d, d' Constanten bezeichnen, zwischen denen die Gleichung 

a' + d' = d 
besteht. Die Discriminantep sind 

4.b{t'-t,y^d\t^tJ + 4.ac{t-Q + 4:c\ 

Die Constante c kann nicht gleich Null werden , ohne dass die Con- 
stante h gleichzeitig den Werth Null annimmt; sonst wäre 8 rational 
ausdrückbar durch t und ^4:h{t—t^)—d' und nicht durch ^ und V^,(0. 
Wir nehmen an, weder h noch c sei gleich Null ; dann kann man durch 
die Substitution t—t^ = x{t'—tl)j 8—8^ = A(5'— 5^) und zweckmässige 
Wahl von x und A bewirken, dass in der neuen Gleichung die Coefii- 
cienten 6' und c', welche an die Stelle der Coefficienten b und c treten, 
einander gleich werden; ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun 
können wir also setzen 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür , dass 
beide Discriminanten in reducirtcr Form auftreten, sind 

(T = -12«,; s, = t,. 
Die Discriminanten sind dann 

6[4^-(12<;-4a)<-(-8<J + 4a<,-46)], 
6[4s»-(12<;-4a)*-(-8<; + 4a<,-46)], 

4* 
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also haben bei passender Wahl des Coordinatensystems beide Curven 
dieselben Invarianten, und es ist ^i(0 = ^«(0-*) 

Hieraus folgt, dass die beiden Curven dritten Grades zu einander 
projectivisch sind , d, h. dass die eine als eine Centralprojection der 
anderen angesehen werden kann, weil die Gleichung der einen in Be- 
zug auf die homogenen Coordinaten x:y:z 

übereinstimmt mit der Gleichung der anderen 

in Bezug auf die homogenen Coordinaten u\v\tJO, 

Wir haben also den Satz: 

Je zwei Curven dritten Grades, welche auf derselben 
geradlinigen Fläche fünften Grades vom Range Eins 
liegen, können aus demselben Kegel dritten Grades 
ausgeschnitten werden. 

Setzen wir 

so ergibt sich 



2(<-l,)' 

. = j(Ä±pI)-_(,.+,). 

Dem Werthe t = t^ und V^(0 = ^t(tj entspricht « = oo. 

Diese Formeln sind Ausdrücke des Additionstheorems der ellip- 
tischen Function pu = x , welche durch die Differentialgleichung 

—j = 4,x*^g^x-'g^ und die Anfangsbedingung j>(0) = oo definirt 

ist, und welche Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen über die 
Theorie der elliptischen Functionen zu Grunde legt. 



( 



*) Dies würde sich auch aus den Sätzen des Herrn A ronhold (Monatsberichte 
der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1861, S. 462 a. f.) 
haben ableiten lassen. 
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Durch die angegebenen Formeln ist auch ^tl^{s) bis auf das Vor- 
zeichen bestimmt; wir setzen fest, indem wir nöthigenfalls w; mit —w 
vertauschen, dass für den Punkt ^ = 00, welchem s = t^^ entspricht, 
der zugehSrende Werth von ^if^s) auch dem Zeichen nach mit ^t(t^) 
übereinstimmen soll. Wir setzen deswegen voraus, V^(^^) sei nicht 
gleich Null und dem Zeichen nach fixirt. Dann gilt die Formel 

i/;777T /^ »(0 1 *'(0 V/777T f tjtj ^ tVo) V/7777 

und man erhält die Ausdrücke von t und ^tW durch s und V^(*) 
mittelst Buchstabenvertauschung. 
Es ist femer 



8 + 
und 






\/i^{U + \/tit) \/tl^(s,) + \/t(s) 



t-t^ s-s^ 



entsprechend der Formel 

Von der Richtigkeit der Zeichenbestimmung kami man sich auf fol- 
gende Weise überzeugen. 

Aus den obigen Formeln ergibt sich lürWerthe von t, die t^ be- 
nachbart sind, und für welche V^7Ö mit V^(^o) dem Zeiclien nach 
übereinstimmt : 



^W,)\lHK) 



and für unendlich grosse Werthe von t, 



* ~ *^ 2? "*" ' 

Diese Werthepaare lassen eine andere Zeichenbestimmung nicht zu. 
"Wir denken uns nun die eine der beiden Curven dritten Grades 
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projectivisch so geändert, dass dieselbe der anderen congruent wird, 
und darauf mit derselben zur Deckung gebracht. 

Es kann dies stets so geschehen , dass der Punkt 8 , \V(^) zu- 
sammenfallt mit dem Punkte t = s, ^t{f) = \/^(5). 

Entspricht nun dem Punkte t = t^, ^tl;(t) = ^if(tj ein Punkt 
s = ^2, V^(^) = V^^(^«)> so sagen unsere Gleichungen aus, dass auch 
dem Punkte s = t,, V*(s) = V^J der Punkt t = f,, V'^(7) = V^^^ 
entspricht. Es entspricht daher dem Punkte t = ^„ V^(0 = V^C^) 
der Curve dritten Grades derselbe Punkt t = ^„ V^(0 = \^^(^), niaii 
möge ihn als der ersten oder als der zweiten der beiden Ciirven an- 
gehörig betrachten. 

Bezeichnen wir die homogenen Coordinaten des Punktes 1 : /^ : V^(/^) 
mit x^iy^: z^, die des Punktes 1 : ^ : ^^(i) mit x^:y^\ z^ und die des ent- 
sprechenden Punktes \\s\^Ti){s) mit x^iy^'-z^^ so tritt an die Stelle 
der Gleichung 

die folgende 

^1 + ^0 ^ fl+J_o_ 

welche aussagt, dass die drei Punkte 

in einer geraden Linie liegen. Es geht also die gerade Verbindungs- 
linie je zweier entspreclicnden Punkte der Curve stets durch denselben 
Punkt der Curve 

Wir betrachten nun die Fälle, die wir oben ausgenommen hatten. 

Entspricht dem Werthe .9 = 00 entweder der Werth ^ = 00 oder 
ein Werth, für den tl)^(t) = ist, so besteht zwischen den beiden 
Grössen s und t eine Gleichung , welche in Bezug auf jede derselben 
nur vom ersten Grade ist. Hierher gehört auch der Fall, in welchem 
in der zwischen den Grössen s und t bestehenden Gleichung die Con- 
stanten b und c gleich Null werden und diese Gleichung dadurch 
zerfallt. 

Diese Fälle kann man jedoch ohne Weiteres auf den behandelten 
dadurch zurückfuhren , dass man die Gleichung einer der beiden 
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betrachteten Curven dritten Grades auf ein anderes Coordinaten- 
dreieck bezieht, welches eine andere Wendetangente zu der einen 
Seite hat. 

Dies ist auf achtfache Weise möglich, ohne dass sich die Gleichung 
der Curve ändert. Es entsprechen dann jedem Werthe von s im 
Allgemeinen zwei Werthe von t, die zwischen ihnen bestehende Glei- 
chung ist unzerlegbar, und dem Werthe 5 = 00 entspricht ein Werth 
t = t^, welcher nicht 00 ist, und für welchen ^»,(/) nicht gleich Null ist. 

[Entspricht dem Werthe s = 00 der Werth ^ = 00 oder eine 
Wurzel der Gleichung, welcher die Wendepunkte der Ciu*\'e dritten 
Grades genügen, 

welche zugleich die Drittheilung der ganzen Perioden der elliptischen 
Integrale ergibt, die von den Invarianten g^ und //, abhängen. — ent- 
spricht also einem Wendepunkte der einen Curve ein Wendepunkt 
der anderen, so werden die beiden Curven dritten Grades durch die 
entsprechenden Punkte einander projectiviscli zugeordnet, und man 
kann diesen Fall stets dui*ch eine geeignete Coordinatenumwandlung 
auf den Fall s = t, V^(s) = V^(0 zurückführen.] 

Wir erhalten nun folgende allgemeine Construction für die gerad- 
linigen Flächen fünften Grades vom Range Eins: 

Auf einer ebenen Curve dritten Grades nehme man 
einen Punkt fest an; so wird jedem Punkte der Curve 
ein anderer zugeordnet, der auf der Curve und mit dem 
betrachteten und dem festen Punkte in gerader Linie 
liegt. Man denke sich nun die Curve dritten Grades 
doppelt, so wird jedem Punkte der einen Curve ein nicht 
mit ihm zusammenfallender Punkt der anderen Curve 
eindeutig zugeordnet. Hierauf denke man sich die 
E'benen beider Curven getrennt und die eine Curve in 
ihrer Ebene collinear verwandelt. 

Lässt man sodann einen Punkt der einen Curve mit 
dem ihm entsprechenden Punkte der anderen Curve 
zusammenfallen, so ist der geometrische Ort der Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte beider Curven 
im Allgemeinen eine geradlinige Fläche fünften Grades 
vom Range Eins. 

Die einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften Grades 
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vom Range Eins, welche sich durch die Betrachtung der Doppelcurve 
ergeben , bezeichnen wir der Reihe nach durch beigesetzte römische 
Ziffern. 

Die Ebene einer Curve dritten Grades enthält bei der erwähnten 
Construction ausser dieser Curve noch zwei Erzeugende der Fläche; 
der ebene Schnitt enthält also überhaupt 3 + 3 + 1 = 7 Doppelpunkte. 
Davon gehen ab zwei Berührungspunkte der Ebene mit der Fläche, 
also bleiben fünf Doppelpuncte, welche der Fläche angehören. 

Die Doppelcurve der betrachteten Flächen ist vom 
fünften Grade. — (I.) 

Durch jeden Punkt der Doppelcurve gehen zwei Erzeugende der 
Fläche, von denen jede die Doppelcurve noch in zwei Punkten schneidet. 
Der Kegel , welcher die Doppelcurve zur Leitlinie und einen Punkt 
derselben zum Mittelpunkt hat, hat demnach zwei Doppelkanten, und 
da derselbe vom vierten Grade ist , so ist die Curve im allgemeinen 
Falle vom Range Eins. 

Die reciproke Polarfläche der betrachteten ist von derselben Na- 
tur und hat also ebenfalls eine Doppelcurve fünften Grades. 

Wir folgern liieraus, zu der ursprünglichen Fläche zurückkehrend, 
dass durch jeden Punkt des Raumes fünf Ebenen gehen , von denen 
jede mit der Fläche zwei Erzeugende gemeinsam hat. Für jeden 
Punkt der Fläche haben drei dieser Ebenen die durch diesen Punkt 
gehende Erzeugende gemeinsam ; di(» zwei übrigen schneiden die Fläche 
in zwei durch diesen Punkt gehenden Curven dritten Grades. 

Wir erhalten also den Satz : 

Im allgemeinen Falle geben durch j eden Punkt der 
betrachteten Fläche zwei ebene Curven dritten Grades 
hindurch. 

Wenn die Doppelcurve fünften Grades zerlallt , so befindet sich 
unter den Theilen notliwendig eine doppelte oder eine dreifache Ge- 
rade; denn die Doppelcurve fünften Grades kann nicht in einen do|)- 
pelten Kegelschnitt und eine Raumcurve dritten Grades zerfallen, 
weil in diesem Falle der Kegelschnitt eine einfache Linie der ent- 
stehenden Fläche werden würde. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Eins 
eine dreifache gerade Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im 
Allgemeinen einen doppelten Kegel sc^hnitt, welcher die dreifache Ge- 
rade in einem Punkte sehneidet. Dieser Satz gestattet folgende Um- 
kehrung. Jede Fläche fünften Grades, welche eine di'eifache Gerade 
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und eine Doppelcurve zweiten Grades besitzt , ist eine geradlinige 
Flache, deren Rang im Allgemeinen gleich Eins ist. 
Bezeichnen 

;, = 0, a = 0, i>'=0, 2'=0, p''=0, 9"=0, r=Q, 3'"=0 

die Grleichnngen von acht Ebenen, welche dieselbe Gerade enthalten, 

a = 0, 6 = 0, 5 = 

die Gleichungen von drei beliebigen Ebenen, so ist 

die allgemeine Gleichung einer Fläche fünften Grades, welche ausser 
einer dreifachen Geraden 

, = 0, g = 0, ... i>'"=0, 3-=0 

eine Doppelcurve zweiten Grades 

ap—bq = 0, « = 

besitzt. — (n.) 

Der doppelte Kegelschnitt « = 0, op— 63 = kann auf dieselbe 
Weise, wie im vorigen Paragraphen erörtert ist, in zwei Gerade zer- 
fallen ; die eine derselben wird eine doppelte Leitgerade , die andere 
eine Doppelerzeugende der Fläche. — (HI) 

Die doppelte Leitgerade kann der dreifachen Leitgeraden auch 
unendlich nahe rücken. Es unterscheidet sich die dann entstehende 
Fläche von der analogen im vorigen Paragraphen betrachteten dadurch, 
dass dieselbe eine Doppelerzeugende weniger besitzt. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Eins 
eine doppelte gerade Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im 
Allgemeinen eine Doppelcurve vierten Grades mit zwei scheinbaren 
Doppelpunkten, welche von der einfachen Geraden in einem Punkte 
geschnitten wird. — (IV.) 

Umgekehrt ist auch jede Fläche fünften Grades mit einer Doppel- 
curve vierten Grades und einer dieselbe nur in einem Punkte schnei- 
denden doppelten Geraden eine geradlinige, denn jede durch die Dop- 
pelgerade gelegte Ebene schneidet die Fläche ausser in der Geraden 
noch in einer Curve dritten Grades mit drei Doppelpunkten, welche 
also in drei Gerade zerfallen muss. — 

Jedes durch die Doppelcurve vierten Grades geliendc Hyperboloid 
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schneidet die Fläche in zwei Erzeugenden, welche sich auf der Doppel- 
geraden schneiden. 

Alle Ebenen, welche durch je zwei solche Erzeugende gelegt sind, 
die Tangentialebenen der Hyperboloide in denjenigen Punkten , in 
welchen dieselben von der Doppelgeraden geschnitten werden, umhüllen 
einen Kegel zweiten Grades. Die reciproke Polarfläche dieser Fläche 
ist also die vorhin betrachtete II. mit einem doppelten Kegelschnitt. 
Hat eine geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Eins 
eine doppelte Erzeugende, so schneidet eine durch dieselbe gelegte Ebene 
die Fläche im Allgemeinen in einer unzerlegbaren Curve dritten Grades. 
Der Schnitt einer solchen Ebene enthält demnach im Allgemeinen 
keinen Doppelpunkt, der nicht auf der Doppelerzeugenden liegt. 

Hieraus folgt, dass die Doppelcurve einer solchen Fläche zerfallen 
muss, und dass die Theile derselben nur ebene Curven sein können, 
deren Ebene durcli die Doppelgerade hindurchgeht. Es sind diese, 
wie sich bei näherer Betrachtung ergibt, eine dreifache und eine zwei- 
fache Gerade. — (III.) 

In diesem Falle werden alle auf der Fläche liegenden Curven 
dritten Grades durcli die Erzeugenden der Fläche projectivisch auf 
einander bezogen. 

Es entsteht nun die Frage: Welche Doppelcurve hat überhaupt 
eine geradlinige Fläche fünfter Ordnung , wenn die beiden Curven 
dritten Grades , die zu ihrer Construction dienen , durch die ent- 
sprechenden Punkte projectivisch auf einander bezogen sind? 

Wir legen durch den gemeinschaftlichen Punkt in der Ebene der 
einen der beiden Curven drittes Grades eine Gerade, in der Ebene 
der anderen Curve die entsprechende Gerade und durch beide Gerade 
eine Ebene. In dieser Ebene liegen zwei ErJseugende der Fläche. 
Nach dem bekannten Satze: 

.jHaben zwei in verschiedenen Ebenen liegende projectivische 
ebene Strahlbüschel den Mittelpunkt mit einander gemeinsam, so 
umhüllen aUe Ebenen, welche durch je zwei entsprechende Strah- 
len beider Büschel gelegt werden, im Allgemeinen einen Kegel 
zweiten Grades," 
folgern wir, dass die definirten Ebenen, von denen jede zwei Erzen* 
gende aus der Fläche ausschneidet, einen Kegel zweiten Grades umhüllen. 
Die reciproke Polarfläche der eben betrachteten hat daher einen 
doppelten Kegelschnitt und ausserdem eine dreifache Gerade. 

Wir schliessen also mit Bezug auf die obigen Angaben, dass die 
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betrachtete Fläche im Allgemeinen eine zweifache Leitgerade und 
eine Doppelcurve vierten Grrades besitzt, also mit IV. identisch ist. 



§4. 

Besondere Betrachtung der geradlinigen Flächen 
fünften Grades vom Range Zwei. 

Bei der allgemeinen Untersuchung der verschiedenen geradlinigen 
Flächen fünften Grades haben sich zwei Fälle ergeben, in denen der 
Rang dieser Flächen gleich Zwei ist. Der erste Fall ist derjenige, 
in welchem die Fläche eine dreifache und eine zweifaclie gerade Leit- 
linie besitzt. Der zweite Fall ist derjenige, in welchem die Fläche 
eine dreifache gerade Leitlinie von der Beschaffenheit besitzt, dass 
jede durch dieselbe hindurchgelegte Ebene mit der Fläche zwei Er- 
zeugende gemeinsam hat, welche sich auf der dreifachen Geraden 
schneiden. 

Wir werden zeigen , dass der zweite Fall als ein specieller Fall, 
beziehungsweise als ein Grenzfall des ersten angesehen werden kann. 
Wir beginnen mit der Betrachtung des ersten Falles. 

Bezeichnet pX + q = die Gleichung einer beliebigen durch die 
dreifache Gerade gehenden Ebene, r^t + 5 = die Gleicliung einer be- 
liebigen Ebene, welche die zweifaclie Leitgerade enthält, so entspre- 
chen jedem Werthe des Parameters A zwei \V(»rthe d(»s Parameters ^ 
und jedem Werthe von ^ drei Werthe von A. Denn jede Ebene 
pl+q = schneidet die Fläche in zwei sich auf der Geraden r = 0, 
s = schneidenden Erzeugenden, und jede Ebene r^i + s = schnei- 
det die Fläche in drei Erzeugenden, die sich auf der Geraden p = 0, 
gf = schneiden. Es besteht also zwischen den beiden Parametern 
A und ft eine algebraische Gleichung f{k, ^) = , welche in Bezug 
auf A vom dritten und in Bezug auf fc vom zweiten Grade ist. 

Aus dieser Gleichung erhält man die Gleichung der Fläche, wenn 

man — ~ für A und für u setzt und darauf mit i^'r* multipli- 

p r ^ 

cirt. — 

Legt man durch eine Erzeugende der Fläche eine Ebene, so 
schneidet diese im Allgemeinen die Fläche noch in einer Curve vier- 
ten Grades mit einem Doppelpunkte. 

In Pezng auf eine solche Curve ergeben sich nun folgende Sätze : 



{ entsprechender Elemente eine 
n ) 
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Betrachtet man in der Ebene einer ebenen Curve 
vierten Grades mit einem Doppelpunkte diesen Doppel- 
punkt und einen Punkt der Curve als Mittelpunkte 
zweier geradlinigen ebenen Strahlbüschel, so werden 
die Strahlen derselben durch die Punkte derCurve ein- 
ander zugeordnet. 

Macht man zu diesen St rahl b üscheln zwei 

Ebenen b üs chel ) . ... , . ^ j i-v x j 

^ . } p r 1 e cti visch, so ist der Ort der 

Grei:ade ) 

Durchschnittslinien 

Verbindungsgerade 

geradlinige Fläche fünften Grades vom Range Zwei. 

Man erhält ferner den Satz : 

Macht man eine Grerade projectivisch zu dem Strahl- 
büschel des Doppelpunktes und lässt einen Punkt der- 
selben mit einem der beiden ihm auf der Curve entspre- 
chenden Punkte zusammenfallen, so ist der geometri- 
sche Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte 
eine geradlinige Fläche fünften Grrades vomRange Zwei. 

Ein analoger Satz gilt für eine Gerade, welche dem anderen 
Strahlbüschel projectivisch ist und durch den Doppelpunkt der Curve 
vierten Grades gelegt wird. 

Beiläufig sei noch folgender Satz erwähnt: 

Jedes Hyperboloid, welches durch drei Erzeugende 
einer geradlinigen Fläche fünften Grades vom Bange 
Zwei hindurchgeht, von denen nicht zwei einander schnei- 
den, schneidet die Fläche überdies noch in zwei Erzeu- 
genden. 

Das HjT)erboloid enthält nämlich die beiden Leitgeraden, hat 
also schon eine Curve vom Grade 3 + 2 + 3 = 8 mit der Fläche ge- 
mein. Da nun auf der Fläche ein Kegelschnitt nicht liegt, weil sonst 
die Fläche den Rang Null haben würde, so muss das Hyperboloid 
mit der Fläche lünften Grades noch zwei Erzeugende gemeinsam haben. 

Wir gehen nun zur Betrachtung des zweiten Falles über. 

Durch eine Erzeugende legen wir eine Ebene s = 0, welche die 
Fläche überdies in einer Curve vierten Grades mit einem Doppelpunkte 
schneidet. Diese Curve sei bestimmt durch die Gleichungen 

pqr^ + 2u^r + u^ =0, s = 0; 
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p ssss 0, 8 = 0] j = 0, s=0 sind die Gleichungen der Tangenten 
im Doppelpunkte, wobei wir annehmen können, dass die beiden Ebe- 
nen p = und q = durch die dreifache Leitgerade hindurchge- 
legt seien; m, und u^ sind homogene ganze Functionen dritten und 
vierten Grades von ^> und q. 

Jedem Punkte der dreifachen Geraden entspricht eine durch die- 
selbe gehende Ebene, welche die beiden von diesem Punkte ausgehen- 
den Erzeugenden enthält, also auch in der Ebene der Curve vierten 
Grades eine durch den Doppelpunkt derselben hindurchgehende Ge- 
rade; mithin entsprechen jedem Punkte der dreifachen Geraden durch 
die Erzeugenden der Fläche zwei Punkte der Curve vierten Grades. 

Damit der Grad der so bestimmten Fläche den fünften nicht 
übersteige, darf demjenigen Punkte, in welchem die dreifache Gerade 
von der Ebene der Curve vierten Grades geschnitten wird, nur ein 
nicht unendlich naher Punkt dieser Curve entsprechen, weil sonst zwei 
Erzeugende der Fläche in die Ebene der Curve vierten Grades ein- 
treten würden ; also muss der andere diesem Schnittpunkte entsprechende 
Punkt der Curve vierten Grades dem Schnittpunkte selbst unendlich 
nahe liegen. Hieraus folgt, dass die in der Ebene der Curve vierten 
Grades liegende Erzeugende der Fläche die Curve vierten Grades im 
Doppelpunkte derselben berühren muss. 

Es sei g = 0, 5 = die in der Ebene 5 = liegende Erzeu- 
gende. Nun entspricht jeder Ebene pX + q = ein. bestimmter Punkt 
der dreifachen Leitgeraden, nämlich derjenige, in welchem sich die 
beiden Erzeugenden schneiden, welche diese Ebene mit der Fläche 
gemeinsam hat. Bestimmt man diesen Punkt durch den Werth des 
Parameters (i in der Gleichung einer durch denselben gelegten Ebene 
rfk+8 = 0, so entspricht jedem Werthe des Parameters .ft ein Werth 
des Parameters A und umgekehrt jedem Werthe des Parameters A 
ein Werth des Parameters ^. Wir können nun die Ebene r = so 
wählen, dass sie durch denjenigen Punkt der dreifachen Geraden hin- 
durchgeht, welcher der Ebene j?; = entspricht, ihi^ Schnitt mit der 
Ebene ä = aber unverändert bleibt; dann können wir unbeschadet 
der Allgemeinheit dem Punkte j> = 0, j = 0, rA -h s = die Ebene 
pl + q =z entsprechen lassen. 

Es ist also die drei fache Gerade pro jectivisch zu dem 
Strahlbfischel des Doppelpunktes, und es besteht nur 
der Unterschied von der allgemeinen Construction, dass 
ein Punkt der Geraden, der einem dem Doppelpunkte 
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unendlich nahen Punkte entspricht, mit dem D oppel: 
punkte zur Coincidenz gebracht wird. 

Es handelt sich nun darum, die Gleichung der geradlinigen Fläche 
fiir den betrachteten zweiten Fall aufzustellen. 

Setzen wir in der Gleichung der Curve vierten Grades pk + q = 0, 
so ergibt sicli 

worin mit ^3 und t\ die aus u^ und u^ durcli die Substitution q = — j)A 
hervorgehenden ganzen Functionen dritten und vierten (irades von A 
bezeichnet sind. Hieraus ergibt sich 

Wir bestimmen nun ausser der Ebene pX + q = eine zweite Ebene 

ccp + ßq + yr + Ss = 0, 

welche durch den Punkt p =z 0, q = 0^ rX + s = und durch den 
Punkt 

;>A + g = 0, p + " ^ -- x=0, 5 = 

hindurchgeht, also die Ebene jpA + ^ = in einer Erzeugenden sclineidet. 
Eine solche Ebene ist 

T)iose Ebene* bestimmt also für jeden Werth von A mit der Ebene 
2yk + q = eine Erzeugende. Gehen wir zu der rationalen Form 

'-p'v,X-2{rk + s)pv^ + {rX + sy = 

über, so erhalten wir als Gleichung der Fläche, indem wir A eliminiren 

u,q''2{pS''rq)u^ + (ps-rqYp = 0, 

wo u^ und W3 die bereits erklärte Bedeutung haben. 

[Wenn die Curve vierten Grades eine Spitze an Stelle des Dop- 
pelpunktes hat, so ist die allgemeine Gleichung der Fläche 

^42-20)5— r2)w, + (jps— r3)*2 = 0.] 
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Wendet man auf diese Fläche die Bet^-achtungen an, die im § 2 
auf einen speciellen Fall derselben angewandt worden sind, so ergibt 
sich, dass die Fläche sich längs der Geraden p r== 0^ q = des Hy- 
perboloids ps—rq = selbst berührt. 

Diese Selbstberührung entspricht einer der dreifachen Leitlinie 
auf dem Hyperboloid überall unendlich nahe gerückten doppelten ge- 
raden Leitlinie. Jede Erzeugende der Fläche berührt nämlich das 
Hyperboloid und geht daher durch zwei unendlich nahe Erzeugende 
desselben. 

Der besseren Uebersicht wegen folgt hier eine Zusammenstellung 
der einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften Grades , die 
wir in Bezug auf die Doppelcurve unterschieden haben. 

A. Geradlinige Flächen fünften Grades vom Range Null. 
Die Doppelcurve ist: 

I. eine vierfache Gerade, 

n. eine Raumcurve sechsten Grades mit einem dreifachen Punkte, 

in. eine dreifache Leitgerade und eine Raumcurve dritten Grades, 

IV. eine dreifache Leitgerade, ein Kegelschnitt und eine Doppel- 
erzeugende, 

V. eine dreifache und eine zweifache Leitgerade nebst zwei Dop- 
pelerzeugenden, 

VI. eine zweifache Leitgerade und eine Raumcurve fünften Grades 
mit einem dreifachen Punkte, 

Vn. eine zweifache Leitgerade, eine Raumcurve vierten Grades 
mit einem Doppelpunkt und eine Doppelerzeugende, 

Vm. ein Kegelschnitt und eine Raumcurve vierten Grades mit einem 
Doppelpunkt, 

IX. eine in drei Kegelschnitte zerfallene Raumcurve sechsten Gra- 
des, 

X. eine Doppelerzeugende und eine Raumcurve fünften Grades 
mit einem zweifachen Punkte. 

B. Geradlinige Flächen fünften Grades vom Range Eins. 
Die Doppelcurve ist: 

I. eine Raumcurve fünften Grades, 
n. eine dreifache gerade Leitlinie und ein doppelter Kegelschnitt, 
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in. eine dreifache und eine zweifache gerade Leitlinie und eine 
Doppelerzeugende, i 

IV. eine zweifache gerade Leitlinie und eine Raumcurve vierten 
Grades. 

C. Geradlinige Flächen fünften Grades vom Range Zwei. 

Die Doppelcurve wird gebildet durch eine dreifache und eine 
zweifache gerade Leitlinie. 

Die dreifache und die zweifache gerade Leitlinie, welche die ge- 
radlinigen Flächen fünften Grades in den unter Ä. V, B. HE und C 
angeführten Fällen besitzen, können einander auch unendlich nahe 
rücken. 

Berlin, im October 1866. 
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Aa einer Miitheilang an Herrn R i e h e 1 o t in Königsberg. 

Jennnl Ar reine nnd angewandte Mathematik, Band 70, Seite 106—120. 

Der Umstand, dass das Verständniss mehrerer Arbeiten Rie- 
mann's anfanglich nur einem kleinen Leserkreise zugänglich war, 
findet wohl darin seine Erklärung, dass Riemann es unterlassen 
hat, bei der Veröfltentlichung seiner allgemeinen Untersuchungen das 
Eigenthämliche seiner Betrachtungsweise an der vollständigen Durch- 
führung specieller Beispiele ausführlich zu erläutern. 

Dies gilt auch von dem in Riemann's Dissertation Art. 21 her- 
geleiteten Satze, welcher mir zu Betrachtungen über Abbildungsauf- 
gaben überhaupt den Anstoss gab, nämlich, dass es möglich sei, die 
Fläche einer einfach zusammenhängenden Figur auf die Fläche eines 
Kreises zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich ab- 
zubilden nnd zwar nur auf eine Art so, dass dem Mittelpunkte ein 
beliebig gegebener innerer Punkt und einem .beliebigen Punkte der 
Peripherie ein beliebig gegebener Punkt der Begrenzung jener Figur 
entspricht. 

Herr Mertens, mit dem ich im Wintersemester 1863 — 64 die 
Vorlesungen des Herrn Weierstrass über die Theorie der analy- 
tischen Functionen hörte, machte gelegentlich mir gegenüber die Be- 
merkung, es sei doch eigenthümlich, dass Riemann von einer Func- 
tion, welche z. B. die Fläche eines ebenen geradlinigen Dreiecks auf 
die Fläche eines Kreises conform abbildet, bereits die Existenz nach- 
gewiesen habe, während die wirkliche Bestimmung einer solchen 
Function wegen der in den Ecken liegenden Unstetigkeiten der Be- 
grenznngslime die Kräfte der Analysis zur Zeit noch zu übersteigen 
scheine. 

Damals war mir kein specieller Fall einer Fläche mit vorge- 
schriebener Begrenzung bekannt, iiir den die Aufgabe der conformen 

Stlkwftri, OtMHMM» äXkmSkagmu H. 5 
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Abbildung dieser Fläche auf die Fläche eines Kreises bereits mit 
Erfolg angegriffen worden war. 

Indem ich als nahe liegende Specialisirung die auf die Fläche 
eines Kreises conform abzubildende Figur als von geraden Linien be- 
grenzt und speciell als Quadrat annahm, glaubte ich einen speciellen 
Fall der allgemeinen Aufgabe gefunden zu haben, dessen vollständige 
Lösung auch bei dieser Specialisirung wissenschaftlichen Werth hätte 
und jedenfalls als eine anschauliche Illustration zum Art. 21 der 
Rie mann sehen Dissertation willkommen wäre. 

Zur Lösung dieser und vieler anderer Abbildungsaufgaben führt 
das fruchtbare Theorem: 

Entspricht bei einer analytischen Function einer stetigen Folge 
reeller Werthe des complexen Argumentes eine stetige Folge reeller 
Werthe der Function, so entsprechen je zwei conjugirten Werthen 
des Argumentes conjugirte Werthe der Function. 

In der Ebene (w), deren Punkte die Werthe einer complexen 
Grösse u geometrisch darstellen, sei ein einfach zusammenhängender 
Bereich U' abgegrenzt, dessen Begi^enzungslinie ein endliches Stück 
l der Axe des Reellen in der Ebene (w) enthält. 

Eine analji:ische Function t des complexen Argumentes w, < «=» /*(«), 
sei eindeutig definirt mit dem Charakter einer ganzen Function für 
alle dem Innern von U' angehörenden Werthe von u ; d. h. wenn «^ 
einen beliebigen dem Innern des Bereiches U' angehörenden Werth 
von u bezeichnet, so ist die Function f{u) für die in der Umgebung 
desselben liegenden Werthe von u in eine nach Potenzen der Grosse 
M— «0 mit ganzzahligen positiven Exponenten fortschreitende Reihe 
entwickelbar, welche für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend 
kleinen Werthe von «— ti^ convergirt. Es werde vorausgesetzt, dass 
bei der Annäherung von u an die Begrenzungslinie der Werth von t 
stets endlich bleibe und für alle Punkte der Linie l reell sei; für 
alle dem Innern und der Begrenzung des Bereiches ü' angehörenden 
Werthe des Argumentes u ändere sich der Werth der Function 
t = f\u) stetig mit dem Werthe des Argumentes u. 

Dem Gebiete U' entspricht ein Gebiet U'\ dessen Punkte zu 
den Punkten von Z7' in Bezug auf die Axe des Reellen symmetrisch 
liegen. 

Für alle Punkte des Bereiches U" werde eine analytische Func- 
tion t dadurch erklärt, dass in den Bereichen V und JJ" conjugirten 
Werthen der Grösse u conjugirte Werthe der Grösse t zugeordnet 
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werden. Denkt man sich die beiden Gebiete U' und £7" längs der 
Strecke { mit einander verbunden, so entsteht ein einfach zusammen- 
hängender Bereich Z7'+ U". Für alle dem Innern desselben angehö- 
renden Werthe des Argumentes u ist der Werth der Grösse t ein- 
deutig definirt und zwar für die dem Innern von U' und für die dem 
Innern von ü" angehörenden Werthe von u als analytische Function 
dieses Argumentes mit dem Charakter einer ganzen Function. Beim 
Ueberschreiten der Linie l und längs derselben ändert sich der Werth 
von t stetig. Hieraus folgt, dass die fiir den Bereich U" erklärte 
Function t eine analytische Fortsetzung der für den Bereich U' er- 
klärten Function ist und zwar eine Fortsetzung derselben über die 
Linie l hinaus. Der Beweis für die Richtigkeit dieser Behauptung 
kann folgendermassen geführt werden, wenn, wie vorausgesetzt werden 
möge, der Bereich JJ'+ U" die Ebene (w) überall nur einfach bedeckt. 
Wenn u^ einen dem Innern von U' angehörenden Werth von n 
bezeichnet, so hat nach einem Satze von Cauchy das Integi'al 






dUj 



wenn dasselbe in positivem Sinne über die Begrcnzungslinie des Be- 
reiches U' oder über diejenige des Bereiches U" erstreckt wird, im 
ersten Falle den Werth f{u^), im zweiten den Werth 0. Bei der 
Addition dieser beiden Integrale heben sich die längs der Linie l 
zweimal und in entgegengesetztem Sinne auszuführenden Integratio- 
nen weg, und es stellt die Gleichung 



«».) - 2^/^ ^- 



wobei das Integral in positivem Sinne über die Begrenzung des Be- 
reiches U'+JJ" zu erstrecken ist, für alle Werthe der Grösse w^, 
welche durch die dem Innern dieses Bereiches angehörenden Punkte 
geometrisch dargestellt werden, eine stetige Function dieses Argu- 
mentes dar, deren Werthe mit den Werthen der Function t = f{u) 
überall übereinstimmen. 

Hieraus folgt, dass die so erklärte Function auch für alle dem 
Innern der Strecke l angehörenden Werthe von u den Charakter einer 
ganzen Function besitzt. 

Es entsprechen also unter den gemachten Voraussetzungen con- 
jugirten Werthen des Argumentes conjugirte Werthe der Function. 

5* 
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oder geometrisch ausgedrückt : die conforme Abbildung der Ebene (ii) 
auf die Ebene (t), deren Punkte die Werthe der complexen Grosse t 
geometrisch darstellen, ist fiir beide Ebenen symmetrisch in Bezug 
auf die Axe des Reellen: symmetrischen Punkten entsprechen sym- 
metrische Bilder. 

Macht man analytische Fortsetzungen der Function t = f(u) 
symmetrisch auf beiden Seiten der Axe des Reellen in der Ebene (a), 
so gelangt man zu dem Resultate, dass singulare Punkte irgend wel- 
cher Art entweder einzeln auf der Axe des Reellen oder paarweise 
symmetrisch zu beiden Seiten derselben liegen. Dieser Satz lässt 
sich sofort auf den Fall ausdehnen, in welchem bei der Abbildung 
dui'ch eine analytische Function einem Stücke einer, in dem Bereiche 
des Argumentes liegenden oder einen Theil der Begrenzung desselben 
bildenden, geraden Linie wieder ein Stück einer geraden Linie in 
derjenigen Ebene entspricht, deren Punkte die Werthe der analyti- 
schen Function geometrisch darstellen. 

Bei der speciellen Aufgabe der conformen Abbildung der Fläche 
eines Quadrates auf die Fläche eines Kreises lag die Vermuthung 
nahe, dass, wenn festgesetzt wird, es solle dem Mittelpunkte des 
Quadrats der Mittelpunkt des Kreises entsprechen, die Bilder der 
vier Geraden, welche Symmetrieaxen des Quadrates sind, ebenfalls 
gerade Linien sein möchten. Diese Ueberlegung ergab die Lage dej* 
den vier Ecken des Quadrates bei der speciellen Festsetzung ent- 
sprechenden, auf der Peripherie des Kreises liegenden vier singnlären 
Punkte. 

Nun konnte die Lösung der angegebenen Aufgabe dadurch au- 
genscheinlich vereinfacht werden, dass an die Stelle der Fläche des 
Ki'eises die Fläche einer Halbebene gesetzt wurde, welche aus jener 
durch Verwandlung mittelst reciproker Radien erhalten werden kann ; 
und zwar liegt die Vereinfachung, welche hierdurch herbeigeführt 
wird, in dem Umstände, dass nun die Begrenzungen beider conform 
auf einander abzubildenden Bereiche geradlinig sind. 

Nach dem oben angegebenen allgemeinen Gesetze kann demnach 
die die conforme Abbildung vermittelnde Function über den Bereich 
des Innern des Quadrates hinaus, für welchen sie ursprünglich als er- 
klärt gedacht wird, analytisch fortgesetzt werden. 

Wird der Mittelpunkt der Transformation in einem der singnlä- 
ren Punkte auf der Peripherie des Kreises angenommen , so ergibt 
sich, dass die Punkte der Axe des Reellen ^ = oo, f s= — 1, ^ a=s 0, 
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^= +1 als singulare Punkte angenommen werden können, während 
die auf der positiven Seite der Axe des Reellen liegende Halbebene 
eine conforme Abbildung des Innern des Kreises ist. 

Wenn die Lage eines Punktes im Innern des gegebenen Quadra- 
tes durcli einen Werth der eomplexen Grrösse u bestimmt wird, so 
verlangt die gestellte Aufgabe, dass die Variable t für alle Werthe 
der Grösse u, welche den im Innern des gegebenen Quadrates lie- 
genden Punkten entsprechen, als analytische Function des Argumen- 
tes u mit dem Charakter einer ganzen Function eindeutig definirt 
sei, und für diejenigen Werthe des Argumentes u, welche den auf 
der Begrenzung des Quadrates liegenden Punkten entsprechen, reelle 
Werthe habe. 

Der Bereich des Argumentes u kann nun nach dem oben ange- 
gebenen Gesetze zunächst auf das Innere von vier an das gegebene 
Quadrat anstossenden , symmetrisch liegenden Quadraten und durch 
wiederholte Anwendung auf einen beliebig grossen Bereich der Ebene 
(m) ausgedehnt werden. 

Es ergibt sich hierbei, dass die Function t auch bei dieser Er- 
weiterung des Gebietes ihres Argumentes eine für alle endlichen 
Werthe des Argumentes u eindeutige und zwar doppelt periodische 
Function von u sein muss, während das Verhältniss zweier Funda- 
mentalperioden gleich v/""l ist. 

Hiermit ist schon auf die lemniscatischen Functionen hingewie- 
sen, — 

Die Begrenzung des Quadrates hat in den vier Ecken desselben 
singulare Punkte. Diese Punkte müssen bei der Forderung, dass die 
Fläcbe des Quadrates in den kleinsten Theilen ähnlich auf die Fläclic 
des Kreises oder auf die Fläche der Halbebene abgebildet werden 
soll, ausgenommen werden, sonst würde die gestellte Aufgabe eine 
nicht erfüllbare Forderung enthalten. 

Jedes in der Nähe einer Ecke des Quadrates liegende Stück der 
Fläcbe desselben, ein in der Nähe des Scheitels liegendes Stück der 
Fläcbe eines rechten Winkels, muss durch diejenige Function, welche 
die angegebene Abbildung vermittelt, auf einen flachen Winkel abge- 
bildet werden. 

Es entsteht hieraus die Aufgabe, die allgemeinste Function auf- 
zufinden, durcli welche der in der Nähe des Scheitels w = liegende 
Theil der Flache eines Winkels ait in der Ebene (u) 

u = re^^j O^tp^an; 0<:r<:r,, 
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auf die Ebene 

conform so abgebildet wird, dass innerhalb der angegebenen (irenzen 
jedem Punkte u = re** ein stetig mit ihm fortrückender Punkt t = qc"'* 
entspricht, während die Werthe 

einander entsprechen. 

Die einfachste Function, welche eine solche Abbildung vermittelt, 

1 
ist die Function v ^ u" . Jede andere Function t des Argumentes m, 

welche ebenfalls eine Abbildung mit den angegebenen Eigenschaften 
vermittelt, besitzt, als Function der complexen Grösse v betrachtet, 
nach dem obigen Theoreme für den Werth t; = und die in der 
Umgebung desselben liegenden Wertlie der Grösse v den Charakter 
einer ganzen Function. Ebenso ergibt sieh auch umgekehrt die Grösse 
V als eine analytische Function des Argumentes t, welche für alle 
in der Umgebung des Werthes t = liegenden Werthe der com- 
plexen Grösse t, mit Einschluss des Werthes ^ = 0, den Charakter 
einer ganzen Function besitzt. 

Man erhält daher folgende, für die Umgebungen der Werthe v = 
und ^ = geltende analytische Darstellungen : 

Die Constante C ist von verschieden und positiv ; die Coefficien- 
ten a, b, c haben sämmtlicli reelle Werthe; letzteres folgt daraus, 
dass allen hinreichend kleinen positiven Werthcn der Grösse m, be- 
ziehlich der Grösse v, wieder positive Wertlie der Grösse t entspre- 
chen sollen. 



Bei einer Aufgabe der conformen Abbildung ist die Lage und 
die absolute Grösse der Figur in der Ebene (w), auf welche eine ge- 
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gebene Figur in der Ebene (t) conform abgebildet wird, im Allge- 
meinen gleicbgältig. Hierdurch werden in die allgemeine Lösung der 
Abbildungsaufgabe zwei willkürliche Constanten eingeführt, welche 
diese Lage und absolute Grösse bestimmen : Ist m = f(t) eine Func- 
tion, durch welche die Figur T in der Ebene (t) auf eine Figur U 
in der Ebene (i*) abgebildet wird, so ist auch u' = C^u + C^ eine 
solche Function, nur liegt die entsprechende Figur ü' in der Ebene 
(tt') an einer anderen Stelle, ist in einem anderen Maassstabe ausge- 
führt und gegen die Lage der Figur U in der Ebene (u) gedreht. 
Wenn es nun darauf ankommt, die charakteristischen Eigenschaften 
der conformen Abbildung einer Figur T auf eine Figur ü aufzufin- 
den, so muss eine Abhängigkeit zwischen den Grössen u und t auf- 
gesucht werden, welche von der besonderen Lage und der absoluten 
Grösse der Figur U in der Ebene (u) unabhängig ist , d. h. es ist 
eine Differentialgleichung aufzustellen, in deren allgemeinem Integrale 
die Constanten (7, und (7, als Integrationsconstanten auftreten. 
Es ergibt sich 

du ^ dti 

~di ~ ''dt' 

d , dti d , du 



dt ^ dt dt ^ dt 

Diese Function ist also von der besonderen Lage und absoluten Grösse 
der Figur ü in der Ebene (u) unabhängig. 

Der Uebergang von u zu -^ und -^y log -^- ist insofern ein 

wichtiger Schritt,! weil alle diejenigen Werthe des Argumentes tj fiir 

welche die Grösse ^- unendlich klein oder unendlich gross, t; log , - 

unendlich gross wird,) für die Abbildungsaufgabe als singulare aufzu- 
fassen sind, in denen von einer ähnlichen Abbildung im eigentlichen 
Sinne nicht mehr die Rede sein kann. 

In dem eben betrachteten Falle der conformen Abbildung eines 
Winkels x auf einen Winkel az ist 

d , du tt — 1 , I , ^ . , 

iog-^ =.—r-+d, + d^t + 



. . * . 



dt ^ dt t 

Diese Function hat also in der Umgebung des Werthes t = den 
Charakter einer gebrochenen rationalen Function. Die Coefficienten 
rf 1, d„ ... haben sämmtlich reelle Werthe, und es ist mithin der Werth 



72 Deber einige Abbildongnafgaben. 

der Function 'jT^^S-jt ^ diejenigen reellen WerÜie des Argumentes 



dt 



■'-dt 



t, für welche die Reihe convergirt, ebenfaUs reell. — 

Handelt es sich darum , die Fläche einer Figur T in der Ebene 
{t) auf einen von einer einfachen (d. h. durch keinen Punkt mehr ala 
einmal gehenden) Linie begrenzten, ganz im Endlichen liegenden Be- 
reich ü in der Ebene (m) eonform abzubilden, so ist im Voraus bekannt, 
dasa die Grösse -jr fUr keinen im Innern von T liegenden Punkt 
unendlich klein oder unendlich gros-s werden kann , dass daher die 
Function ■^'^og-j- für alle diese Werthe des Argumentes t den 
Charakter einer ganzen Function besitzen muss. 




Im vorliegenden Falle sind t ^—1, t ^0, t = +1 die im 
Endlichen liegenden singulüren Werthe der G-rösse t; a ist gleich J. 
Die Function 



* dt 



-K7^4-T^). 



welche für alle reellen Werthe des Argumentes t eben&lls reelle 
endliche Werthe besitzt , hat für alle endlichen Werthe von t , deren 
imaginärer Theil positiv ist , den Charakter einer ganzen Function, 
also hat dieselbe für alle ondHchcn Worthe von / den Charakter einer 
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ganzen Function. Für die nnendlicli grossen Wertlie von t ergibt 
sich die Entwickelnng 

.-..= -^{l + c,j + c,^ + ...), 






d , du 
voQ f oaeDdlicli klein, ea ist daher 



also wird die Function -«■ ^"^S "jT ^ *11^ unendlich groasen Werthe 
' " - eine rationale Function 




von t and zwar gleich ~M j , i +'r + 7 — r)- Hieraus ergibt sich 
dnrch Integration 

log^ = -ilog4/(l-0 + logC., 



'dt 



■^■X' 



V4/(l-0 



^+ f-v 



Man kann eich leicht üherzengen , dans in der That durch das lem- 
mBcatiBche Integral 
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dt 






das Innere jeder der beiden Halbebenen, in welche die Ebene (t) 
durch die Axe des Reellen getheilt wird , auf das Innere je eines 

/* dt 
=r conform abc^ebildet wird. 

Durch die Substitution s = . geht man von der auf der positiven 

Seite der Axe des Reellen in der Ebene (t) liegenden Halbebene auf 
die Fläche des in der Ebene (s) liegenden mit dem Radius 1 um den 
Punkt 5 = beschriebenen Kreises über. 
Durch die Functionen 

u = I ——— ^ 5 = sin am u , {k = \/— 1) 
Jq \1 — s 

werden die in der Ebene (s) liegende Fläche des um den Punkt 
5 = mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises (siehe Fig. 2 auf 

S. 73) und die Fläche des in der Ebene (w) liegenden Quadrates 

/* ds 
. - ist, (siehe Fig. 1 

auf S. 72) zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich 
auf einander abgebildet. 

Um diese Abbildung durch eine Zeichnung zu veranschaulichen, 
habe ich lür die aus ,-^,iC und j^Ki ganzzahlig zusammengesetzten 
Werthe von ti, soweit sie für diesen Zweck in Betracht kommen, die 
entsprechenden Wertlie von s bereclmet*) und danach die Zeichnung 
entworfen. 

Durch diese Abbildung erhält der von Abel bewiesene Satz, 
dass der Wertli der Grösse sin am ;,— ^-. , überhaupt der Werth der 
Grösse sin am -^X'*^i » sich dui'ch Auflösung von quadratischen 
Gleichungen ergibt , vorausgesetzt . dass der Modul k den Werth 
V/— 1 hat, dass 2^"+l eine Primzahl ist, und dass 2^ ^^^ 9. irgend 
welche ganze Zahlen bezeichnen, folgende geometrische Bedeutung: 

Jeder Punkt der Fläche des betrachteten Quadi*ates, welcher den 
Werth einer der Grössen 

,, _ P + ^J^ V 



*) Tabelle der Wertlie, welcbe «lie Function sin am u {k = >/ — 1) für die aus 
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geometrisch darstellt , hat die Eigenschaft , dass der demselben ent- 
sprechende , den Werth der Grösse s = sin am u geometrisch dar- 
stellende Punkt der betrachteten Kreisfläche durch geometrische Con- 
stnictionen gefunden werden kann , welche nur die Anwendung des 
Zirkels und Lineals erfordern. 

Tritt an die Stelle des Quadrates ein Rechteck , dessen Seiten 
sich wie 2 JT zu K' verhalten , so wird die conforme Abbildung der 
Halbebene T auf ein dem vorgelegten Rechtecke ähnliches Rechteck 
vermittelt durch das elliptische Integral 



u 



^ r^ dt 

~1 v/(l=^Ö("l~/^^^r 



wenn der Modul Z; aus der Gleichung 

^^^|(l + g)(l + (?»)(l + (Z^)--- 
bestimmt wird, in welcher g = ^ 



1 



.1 



2g* + 2r/ + 2g'* + 



: - /» 



ZU setzen ist. 



Wenn es sich darum handelt, das Innere einer Halbebene T auf 
das Innere eines geradlinigen Dreiecks mit den Winkeln «ä, ßjij yit 
conform abzubilden, so erhält man durch eine, der angegebenen ganz 






\K and j^Ki ganzzablig zusammengesetzten 
^ = • , = 10. 



^ n < m, 



m + n ^ 



Wcrthe u = ^"*"^" K annimmt, wenn 

10 



n 
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analoge Schlussfolgeriing für die die Abbildung vermittelnde Function 
die Formel 

Hierbei können die drei reellen Grossen o, 6, c, welche den drei 
Ecken des geradlinigen Dreiecks entsprechen, willkürlich gewählt werden, 
wenn sie nur auf der Begrenzung der Halbebene T in Beziehung auf 
das Innere der Halbebeiie in demselben Sinne auf einander folgen, wie 
die Winkel «ä, ß%^ yii des Dreiecks auf dem Umfang des Dreiecks in 
Beziehung auf das Innere. 

Mit diesem Resultate war die Form derjenigen Function gefunden, 
durch welche die Fläche einer Halbebene auf die einfach zusammen- 
hängende Fläche irgend eines ebenen geradlinig begrenzten Polygons 
conform abgebildet wird. Nur können in dem allgemeinen Falle eines 
n-Ecks von den n reellen Grössen a, &, c, d . . ., welche den n Ecken 
des geradlinigen Polygons entsprechen , nur drei willkürlich gewählt 
werden, die übrigen n— 3 sind durch die gegebenen Verhältnisse der 
Längen der einzelnen Seiten des betrachteten Polygons bestinmit. 

Ist das Vieleck ein reguläres M-Eck und wird die Fläche der 
Halbebene durch die Fläche eines Kreises ersetzt, so wird diejenige 
Abbildung der Fläche des Kreises auf die Fläche eines regulären 
7i-Ecks , bei welcher die Mittelpunkte beider Figuren einander ent- 
sprechen, durch die Function 

* ds 






n 



^0 (1-s") 
vermittelt. 

Diese hier angegebenen Resultate habe ich im Frühjahre 1864 
im mathematischen Seminar der Berliner Universität vorgetragen und 
bei meiner Promotion der philosophischen Facultät derselben Univer- 
sität vorgelegt. 

Im August 1866 sind dieselben von Herrn Weierstrass der 
Berliner Akademie mitgetheilt worden. 

In Beziehung auf die Aufgabe der Abbildung der Fläche eines 
geradlinigen Polygons auf die Fläche eines Kreises hatte ich die 
Freude, die Untersuchungen des Herrn Christof fei über diesen 
Gegenstand: Sul problema dclle temperature stazionarie e la rappre- 
sentazione di una data superficie , Annali di Matematica , II* Serie, 
tomo P, 1867, den meinigen begegnen zu sehen. 
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Den Nachweis der Möglichkeit der Constanfenbestimmung streng 
zu fuhren, ist mir für den Fall n = 4 gelungen ; für den allgemeinen 
Fall verdanke ich einen strengen Beweis lüerflir einer gütigen Mit- 
theilung des Herrn Weierstrass. 

Die angegebene Formel lässt sich leicht auf den Fall ausdehnen, 
in welchem die von dem geradlinigen Polygon begrenzte Fläche in 
ihrem Innern Windungspunkte oder den unendlich fernen Punkt der 
Ebene enthält. 

So wird z. B. das Innere des Kreises in der .Ebene (s) mit dem 
Mittelpunkte 5 = und dem Radius 1 durch die Formel 



"=/'^ 



+ '*.ds 



auf das Aeussere eines Quadrates conform abgebildet; dem Mittel- 
punkte 8 = entspricht der unendlich weit entfernte Punkt der 
Ebene (m). 

Hiermit ist zugleich die Aufgabe der Bestimmung des stationären 
Temperaturzustandes unter vorgeschriebenen Grenzbedingungen für 
die von dem Aeusseren eines Quadrates gebildete, sich ins Unendliche 
erstreckende ebene Fläche grundsätzlich als gelöst zu betrachten. — 

Es lag nun der Wunsch nahe, auch für die Abbildung einer von 
einer stetig gekrümmten Linie begrenzten Fläche auf die Fläche eines 
Kreises ein einfaches Beispiel zu besitzen , und welche Figur konnte 
sich hierzu eher darbieten als die Ellipse? 

Hier führte die Untersuchung der durch die einfacheren analyti- 
schen Functionen vermittelten conformen Abbildungen auf einem be- 
friedigenden Wege zum Ziel. 

Das Innere einer Parabel in der Ebene (m) mit dem Brennpunkte 
u = und dem Scheitel u = 1 wird auf das Innere eines Kreises 
in der Ebene {$) mit dem Mittelpunkte s = und dem Radius 1 
eonform abgebildet durch die Function 

Das Innere einer Ellipse mit den Brennpunkten m = ± 1 und 
den Scheiteln u == ±a, ±bi wird durch die Function 

8 = sinam(-^arcsinw) 

auf das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkte s = und dem 
Badius -4: conform abgebildet , wenn der Modul k durch die Glei- 
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chungen 

, f<^-^^ 7,_>iv/-j(l +g')(l+g^)'" r_( 2g*+2g'-+2g^+ 
bestimmt wird. 



Die einfachste krumme Linie ist der Kreis. Bei der Aufgabe, 
die Fläche einer von Kreisbogenstrecken begrenzten Figur in der 
Ebene (w) auf die Fläche einer Halbebene T abzubilden, führt eine, 
der oben für die Abbildung geradlinig begrenzter Polygone angege- 
benen ganz analoge Schlussfolgerung zum Ziele. 

Wenn die von Kreisbogen begrenzte Figur in der Ebene {u) 
durch Vermittelung der Function 

auf eine Ebene (w') conform abgebildet wird, so ist die entsprechende 
Figur in der Ebene (w') ebenfalls von Kreisbogen begrenzt, unter 
denen sich auch geradlinige Strecken befinden können. 

Um ein lür alle diese Abbildungen, welche aus einander durch 
Transformation mittelst reciproker Radien abgeleitet werden können, 
zugleich geltendes Resultat zu erhalten , eliminire man die Constan- 
ten C 

Es ist 

d , dw^ d_. ^_9 ^8 ^^ 



dt ^ dt dt ^ dt C,u + C, dt ' 

d^ ^ __ _^i ^ti Cl fdu^ g C3 d^u 

~df ^^ dt "" dt^ ^^ dt^ {C,u + CJ \dtJ C,u + C, dt' ' 

Bezeichnet man die Function 

^.«g§-i(4'°4')"-°" "("■'), 

so folgt hieraus, dass ^(ti\t) = ^(u^t) ist, dass mithin der Aus- 
druck W von den Constanten C unabhängig ist. 

Zwei, eine Ecke der Begrenzungslinie der Figur bildende Blreis- 
bogen mögen mit einander den im Innern der Figur liegenden Winkel 
CC7C einschliessen. Die Constanten C lassen sich so wählen, dass dieser 
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von zwei Kreisbogenstrecken gebildeten Ecke in der Ebene (m) eine 
von zwei geradlinigen Strecken gebildete Ecke in der Ebene (m') 
entspricht. 

Dann hat, wenn dem Eckpunkte der Werth t = t^^ entspricht, 

die Function -^ log -jz für die in der Umgebung des Werthes t = t^ 

liegenden Werthe der Grösse t nach dem Obigen die Entwickelung 

a-1 



t-t. 



+ ä, + d,{t^Q + 



• • •> 



in welcher die Coefficienten d reelle Werthe haben. 

Also hat die Function ^(w, t) = ^(m', t) die für die Umgebung 
des Werthes ^ = /q geltende Entwickelung 

in welcher die Coefficienten d ebenfalls reelle Werthe haben. 

Enthält die von dem Kreisbogenpolygon begrenzte Fläche in 
ihrem Innern keinen Windungspunkt, so hat die Function ^(w, t) für 
alle Werthe des Argumentes t, welche den im Innern der Halbebene 
liegenden Punkten entsprechen, den Charakter einer ganzen Function; 
da dieselbe für alle reellen Werthe des Argumentes t ebenfalls reelle 
Werthe hat und den Charakter einer rationalen Function besitzt, so 
ist dieselbe eine rationale Function F{t) von t 

Die Aufgabe der conformen Abbildung der Fläche eines von 
Kreisbogen gebildeten Polygons auf die Fläche einer Halbebene ist 
also zurückgeführt auf die Integration einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung 

^(u,0 = F{t) 

und die Bestimmung einer Anzahl von Constanten. 

Diese Lösung lässt sich leicht auch auf den Fall ausdehnen, in 
welchem die Fläche des betrachteten Kreisbogenpolygons in ihrem 
Innern Windungspunkte enthält; es wird die rationale Function F{t) 
in diesem Falle auch für complexe Werthe der Grösse t unendlich 
gross, und die Anzahl der zu bestimmenden Constanten und der zu 
erfüllenden Bedingungsgleichungen wird vergrössert. 

Es ist leicht zu zeigen, dass das allgemeine Integral der Diffe- 
rentialgleichung V(Uf t) = F{t) sieh als Quotient zweier Lösungen 
derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
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Functionen als Coeflficienten darstellen lässt. Diese Bemerkung ver- 
danke ich einer gütigen Mittheilung des Herrn Weierstrass. 

Ist die abzubildende Figur ein Kreisbogendreieck , so ist die 
lineare Differentialgleichung diejenige der hypergeometrischen Reih/Bf 
und die Bestimmung der Constanten ist ohne Auflösung transcen- 
denter Gleichungen ausführbar. 



Vermittelst des als Function der oberen Grenze betrachteten 
Integrals 

in welchem a, b, c reelle, «, /J, y positive Constanten bezeichnen, welche 
der Bedingung a + ß + y = 1 genügen , wird das Innere der beiden 
Halbebenen T und T', in welche die Ebene (t) durch die Axe des 
Reellen getheilt wird, auf das Innere zweier geradlinigen und zu 
einander symmetrischen Dreiecke U' und ü" mit den Winkeln ««, 
ßjtf yjt conform abgebildet. 

Die Ebene (t) möge durch Verwandlung mittelst reciproker Ra- 
dien auf die Oberfläche einer Kugel conform so abgebildet werden, 
dass der Axe des Reellen in der Ebene (t) ein grösster Kreis der 
Kugel entspricht. Es entsprechen dann symmetrischen Punkten auf 
beiden Halbkugeln symmetrische Bilder in den Flachen der beiden 
ebenen Dreiecke. 

Bringt man nun die beiden Dreiecke in eine solche Lage, dass 
ihre entsprechenden Ecken zusammenfallen, und denkt man sich, dass ihre 
in der Vorstellung von einander verschiedenen und getrennten Flächen 
die Punkte der Bcgrenzungslinie gemeinsam haben und längs derselben 
eine Falte bildend zusammenhängen, so erhält man eine geschlossene 
einfach zusammenhängende , ein Dreieck mit den Winkeln lor, ßn, yn 
überall doppelt bedeckende Fläche U. Längs der Begrenzung dieses 
Dreiecks besitzt die Fläche ü eine Falte , längs welcher die beiden 
Blätter mit einander stetig zusammenhängen. Diese Fläche kann 
auch aufgefasst werden als Oberfläche eines dreiseitigen Prisma mit 
unendlich kleiner Höhe. 

Dieser geschlossenen Fläche U entspricht nun eindeutig die ganze 
Kugelfläche. In allen Punkten, mit Ausnahme der den Ecken ent- 
sprechenden, ist die Abbildung in den kleinsten Theilen ähnlich, in 
diesen letzteren Punkten ist die Abbildung eindeutig und stetig. 
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Wenn über den Integrationsweg nichts festgesetzt ist, so ist die 
Integralfunction t* eine unendlich vieldeutige Function der oberen 
Grenze x, und auch x ist im Allgemeinen eine unendlich \deldeutige 
Function von u, 

(Ausnahmen treten nur fiir folgende Werthsysteme von aßy ein: 

^Ji» iijr> isrij i k h 
Vergl. den angeführten Aufsatz des Herrn C h r i s t o f f e 1 a. a. 0. 
S. 99 und Briot et ßouquet, Theorie des fonctions doublement 
p^riodiques, premiere Edition, p. 306 — 308.) 

Die verschiedenen Werthe , welche die Grösse u bei beliebig 
angenommenem Integrationswege für einen bestimmten Werth der 
oberen Grenze x erlangen kann , lassen sich stets aus einem dieser 
Werthe mit Hülfe der Fläche U geometrisch ableiten, indem man sich 
vorstellt , dass das Netz der Fläche U durch Abwickelung derselben 
unendlich oft auf die Ebene (t*) ausgebreitet wird. 

Es ergibt sich auf dieselbe Weise aus der conformen Abbildung 
der Fläche eines Kreises auf die Fläche eines geradlinigen «-Ecks die 
Abbildung der Oberfläche einer Kugel auf die beiden Seiten der 
Fläche dieses ti-Ecks. 

Die Umkehrung dieser Aufgabe ist ein specieller Fall folgender 
allgemeineren Aufgabe: Die geschlossene, einfach zusammenhängende 
Oberfläche eines von ebenen Flächen begrenzten Polyeders ist auf die 
Oberfläche einer Kugel eindeutig so abzubilden, dass mit Ausnahme 
der den Ecken entsprechenden Punkte die Abbildung überall in den 
kleinsten Theilen ähnlich, in diesen Punkten aber die Stetigkeit nicht 
unterbrochen ist. 

Unter der Voraussetzung, dass eine Abbildung mit den angege- 
benen Eigenschaften überhaupt möglich ist, gelangt man zu folgender 
Losung : Die Oberfläche des Polyeders denke man sich auf eine Ebene 
abgewickelt und bezeichne die complexe Grösse , welche durch einen 
Punkt innerhalb des auf die Ebene ausgebreiteten Netzes der Polyeder- 
oberfläche geometrisch dargestellt wird , mit u. Die Oberfläche der 
Kugel bilde man direct eindeutig auf eine Ebene (x) ab, deren Punkte 
die Werthe einer complexen Grösse x geometrisch darstellen. Unter 
diesen Voraussetzungen ergibt sich 

^ = cn{x-x,)'^-\ 

In dieser Formel, welche ich Herrn Weierstrass im Jahre 1866 

Seliirftrs, OtnauMlte ibluuidhmgen. U, 6 
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mitgetheilt habe , bedeutet x,. den einer Ecke des Polyeders entspre- 
chenden Werth der Grösse x, während die Summe der in dieser Ecke 
zusammenstossenden Kantenwinkel gleich 2a^3r ist. Das Product 77 
ist über alle Ecken des Polyeders zu erstrecken. Die über alle 
Ecken des Polyeders erstreckte Summe E{a^—\) hat den Werth —2, 
wenn der Werth a: = oo nicht einer Ecke des Polyeders entspricht, 
wie aus dem Eul ersehen Satze über Polyeder folgt. 

Die Richtigkeit dieser Formel lässt sich — die Möglichkeit einer 
solchen Abbildung immer noch vorausgesetzt — durch die Betrachtung 

der Function "j~lög-^- beweisen; auch lässt sich zeigen, dass die 

Constanten x^. bis auf drei willkürliche complexe Constanten einer 
gebrochenen Substitution ersten Grades durch die Bedingungen der 
Aufgabe eindeutig bestimmt sind ; es ist mir indessen bis jetzt nicht 
gelungen , den strengen Nachweis zu führen , dass es für jedes vor- 
gegebene Polyeder möglich ist , diese Constanten den Bedingungen 
der Aufgabe gemäss wirklich zu bestimmen. 

In einigen Fällen ist diese Constantenbestimmung a priori aus- 
führbar, z. B. wenn das vorgegebene Polyeder ein reguläres ist. 

So wird die Abbildung der Kugeloberfläche auf die Oberfläche 
eines Würfels vermittelt durch das Integral*) 



/x 



(Vergl. Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
1865, S. 150.) Mit der Abbildung der Oberflächen der regulären 
Polyeder auf die Kugel lässt sich eine Anzahl analytischer Probleme 
in Verbindung bringen, unter denen ich hier folgendes namhaft mache : 
Alle sphärischen Dreiecke zu finden, welche durch algebraische Func- 
tionen der Coordinaten auf die Fläche eines Kreises conform abge- 
bildet werden können. 



Dass es stets möglich ist, die einfach zusammenhängende ebene 
Fläche, welche von einer aus Stücken analytischer Curven bestehenden 
einfachen Linie begrenzt wird, auf die Fläche eines Elreises zusammen- 
hängend und in den kleisten Theilen ähnlich abzubilden, hat Riemann 



*) Siehe S. 2 des ersten Bandes der vorliegenden Ausgabe der gesammelten Ab- 
handlungen des Verfassers. 
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mit Zohfilfenahme des sogenannten Dirichletschen Principes zu 
beweisen gesucht. 

Da gegen die Zulässigkeit dieser Schlussweise bei einem Existenz- 
beweise hinsichtlich der Strenge begründete Einwendungen geltend 
gemacht worden sind, war es wünschenswerth , ein Beweisverfahren 
zu besitzen, gegen welches die bezüglich des Dirichletschen Prin- 
cipes geltend gemachten Bedenken nicht erhoben werden konnten. 

Für den Fall, dass die Begrenzungslinie der abzubildenden Figur 
in allen Punkten nach aussen convex ist, habe ich einen solchen Be- 
weis in einer im November v. J. Herrn Weierstrass überreichten 
Abhandlung zu fuhren versucht. 

H^e an der Saale, im Februar 1869. 



6* 



Conforme Abbildung der Oberfläche eines Te- 
traeders auf die Oberfläche einer Kugel. 



Journal fbr reine and angewandte Mathematik, Band 70, Seite 121—186. 

In der vorliegenden Abhandlung stelle ich mir zunächst folgende 
Aufgabe : 

Die Oberfläche einer Kugel auf die Oberfläche eines 
Tetraeders zusammenhängend und in den kleinsten 
Theilen ähnlich so abzubilden, dass j edem Punkte der 
einen Fläche ein einziger Punkt der andern entspricht. 

Die Untersuchung zerfallt in zwei Theile. 

Der erste Theil geht aus von dem als Function der oberen Grenze 
betrachteten Integrale 



Xq 



in welchem a, 6, c, d beliebige complexe und a, /J, y, d reelle, zwischen 
und 1 liegende und der Bedingung a + ß + y + d = 2 genügende 
Constanten bezeichnen, und beschäftigt sich mit dem Nachweise, dass 
in der Ebene (w) dieses Integrals sich stets das Netz U^ der Ober- 
fläche ü eines Tetraeders ABCD angeben lässt, auf welche die ganze 
Ebene (:i) oder eine dieser Ebene entsprechende Kugelfläche conform 
abgebildet wird, so dass das gegenseitige Entsprechen der Punkte 
beider Flächen ein eindeutiges ist. 

In dem zweiten Theile der Untersuchung wird der Beweis ge- 
fiihi't, dass für jedes gegebene, ganz im Endlichen liegende Tetraeder 
A^ J9, C\ I)^ sich die angegebenen Constanten stets und zwar, abgesehen 
von drei willkürlichen Constanten einer gebrochenen Function ersten 
Grades , auf eindeutige Weise so bestimmen lassen , dass das vorhin 
charakteriairte Tetraeder ABCD mit dem gegebenen A^B^C^D^ 
übereinstimmt. 
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I. 

Die Lage eines in einer Ebene (x) liegenden beliebigen Punktes 
möge dureh den Werth der unbeschränkt veränderlichen Grösse x 
ausgedrückt werden ; a, 6, c, d seien vier von einander verschiedene 
specielle Werthe derselben, welchen ebenso viele in der Ebene {x) 
liegende Punkte entsprechen. 

Die Theile der Ebene (x) mögen nun durch die ^Integralfunction 

u^u, = C r{x-af''{X'-hy''{x-'Cy-\X'-dy''dx 

auf Theile einer Ebene (t*) conform abgebildet werden. Hierbei be- 
deutet C eine complexe Constante ; a, /J, y, 8 bezeichnen reelle, zwischen 
und 1 liegende Constanten, welche durch die Gleichung 

a + ß + y + 6 = 2 

mit einander verbunden sind. 

Für das Innere jedes einfach zusanmienhängenden Bereiches X 
der Ebene (:r), welcher in seinem Innern keinen der Punkte a, 6, c, d 
enthält, kann ein Zweig der zu integrirenden Function als stetige 
Function des Ortes eindeutig erklärt werden , sobald für einen im 
Innern von X liegenden Werth von x einer der Werthe der Function 
fixirt ist. Aus diesem einen Zweige wird jeder andere Zweig der 
Function durch Multiplication mit einem Factor e**^* erhalten , wenn 
mit X ein Ausdruck m^a + m^ß + m^y + m^8 bezeichnet wird, in 
welchem die Coefficienten m positive oder negative ganze Zahlen, 
einschliesslich der Null, bedeuten. 

Da die zu integrirende Function fiir keinen Werth von x imend- 
lich gross erster Ordnung wird, so folgt, dass fiir einen solchen Be- 
reich auch ein Zweig u der Integralfunction eindeutig erklärt werden 
kann, und dass jeder andere Zweig u^ derselben durch die Gleichung 
«, = e**^'« -F Const. erhalten werden kann. 

Für die hier näher zu untersuchende conforme Abbildung sind 
die Verzweignngswerthe a, 6, c, d die einzigen singulären Werthe des 
Argumentes x. Für die in der Umgebung eines solchen Werthes, 
z. B. des Werthes a liegenden Werthe von x hat die Function u die 
Entwickelnng 

u-tt. = Ü.(a?-a)«[l-|-(a;-a)^(x-a)], 
worin ^(a:— a) eine nach Potenzen der Grösse x — a mit ganzzahligen 
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positiven Exponenten fortschreitende Potenzreihe bedeutet , welche 
für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe 
von x^a convergent ist. 

Zieht man daher vom Punkte a aus eine einfache , d. h. durch 
keinen Punkt mehr als einmal gehende Linie L{ad\ welche die Punkte 
h und c nicht enthalten und im Punkte d endigen möge, so kann 
man die Function u für alle in der Umgebung des Werthes a liegenden 
Werthe von a?, welche der Linie L{ad) nicht angehören, als stetige 
und eindeutige Function des Argumentes x erklären; für diejenigen 
Werthe x aber, welche in der Umgebung des Werthes a liegen und 
der Linie L{ad) angehören, hat die Function u — u^ dann zwei Werthe, 
deren Quotient gleich e'"'** ist. 

Die den beiden Ufern der Linie L(ad) in der Ebene (ti) ent- 
sprechenden Curven stinmien aus diesem Grunde der Gestalt nach 
mit einander überein und lassen sich durch eine Drehung um den 
Punkt u^ mit einander zur Deckung bringen. 

Zieht man, wie von a nach d die Linie i(ad), ebenso von b und 
c nach d einfache Linien L(hd) und L{cd\ welche weder sich selbst, 
noch einander schneiden, so bilden alle, diesen Linien nicht angehö- 
renden Werthe von x einen einfach zusammenhängenden, den unend- 
lich weit entfernten Punkt der Ebene {x) enthaltenden Bereich X 
mit der in sich zurückkehrenden Begrenzungslinie L{adhdcda). 

Für jeden im Lmem dieses Bereiches liegenden endlichen Werth 
des Argumentes x hat die Integralfunction u den Charakter einer 
ganzen Function. Für die in der Umgebung des Werthes x = co 
liegenden Werthe von x lässt sicli w , da a 4- /J 4- y 4- d = 2 ist , in 
eine Reihe von der Gestalt 



,._,,.. .i[x,i,(i)] 



entwickeln; dieser Werth ist also für die Function u und die durch 
dieselbe vermittelte Abbildung kein eigentlich singulärer. 

Hieraus folgt, dass die complexe Grösse u für alle im 
Innern des Bereiches X liegenden Werthe der Grösse 
o; als eine eindeutige, stetige und überall endliche Func- 
tion des complexen Argumentes x erklärt werden kann. 

Für alle Werthe von x , welche den Linien L angehören , hat u 
im Allgemeinen zwei Werthe , für die Werthe a, fc, c je einen Werth 
und für den Werth d drei Werthe. 
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Das Gebiet aller Werthe von u , welche zu den innerhalb des 
Bereiches X liegenden Werthen von x gehören, sei mit U^ bezeichnet. 
Dieses Gebiet hat in seinem Innern keinen Windungspunkt, denn 

-=— wird für keinen endlichen Werth von x gleich Null und dem 

Werthe rc = oo entspricht kein Windungspunkt von U^. 

Der Begrenzungslinie 2/ (adftdcda) von X entspricht in der Ebene 
(u) die Begrenzungslinie von t/, nämlich eine Linie AD"'BiyCD"Ä. 
Die einzelnen Seiten dieses Curvensechseckes -4D" und AD"', BD"' 
und BDj CD und CD' haben beziehlich dieselbe Gestalt und bilden 
mit einander die im Innern von U^ liegenden Winkel 2ajCj 2 /Ja, 2yjt. 
Die Summe der Winkel in den Eckpunkten D, D\ D" beträgt 28n. 

Es wird nun gezeigt werden, dass man die Linien L{ad), L{hd), 
L{cd) stets so wählen kann, dass die entsprechenden Stücke der 
Begrenzung von ?7, gerade Linien werden, und dass gleichzeitig die 
Figur U^ das Netz der Oberfläche U eines Tetraeders ABCD darstellt, 
dessen Kanten mit den gleichbenannten geradlinigen Strecken der 
Figur TJ^ gleiche Länge haben. 

Es ist zweckmässig, einen speciellen Fall vor der Betrach- 
tung des allgemeinen besonders in Betracht zu ziehen. 

Die vier Punkte a, 6, c, d in derEbene {x) können näm- 
lich die besondere Lage haben, dass sich durch diesel- 
ben ein Kreis oder eine gerade Linie legen lässt. 

Geht man von der Ebene {x) durch Transformation mittelst 
reciproker Radien zu einer dieser Ebene entsprechenden Kugelfläche 
über, so liegen die den Punkten a, 6, c, d entsprechenden Punkte auf 
einem Blreise, welcher die Kugelfläche in zwei Calotten theilt. 

Durch eine geeignete Wahl des Transformationsmittelpunktes 
kann man bewirken, dass dieser Kreis ein grösster Kreis der Kugel 
wird. Die Flächen der beiden von diesem Kreise begrenz- 
ten Halbkugeln werden durch Vermittelung der Inte- 
gral functio n uauf zwei symmetrische, ebene geradlinige 
Vierecke mit den Winkeln «ä, ßit, yjt, Sit conf orm abgebil- 
det, die ganze Kugelfläche also auf eine geschlossene, 
einfach zusammenhängende Fläche {7, bestehend aus 
den längs ihrer Begrenzungen zusammenhängenden und 
eine Falte von 17 bildenden Flächen der beiden symme- 
trischen Vierecke. 

[Es sei gestattet^ hier eine Bemerkung einzuschalten. Ist in 
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dem betrachteten Falle a = /J = y = d = |, so gelangt man zii 
dem elliptischen Integrale erster Art mit reellem Modul und rein 
imaginärem Periodenverhältnisse und erhält , durch die elliptischen 
Functionen vermittelt, die conforme Abbildung der Oberfläche eines 
doppelt zu denkenden Rechteckes auf die Oberfläche einer Kugel. 

Nun kann man nach Jacobi*) mittelst elliptischer Integrale 
dritter Art , welche die elliptischen Coordinaten eines Punktes des 
ElKpsoids enthalten , die Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoids 
auf eine Ebene conform so abbilden, dass einer Hälfte der Ellipsoid- 
oberfläche das Innere eines Rechteckes , der die vier Nabelpunkte 
enthaltenden Ellipse der Umfang desselben und den Nabelpunkten 
selbst die Ecken des Rechtecks entsprechen. 

Der ganzen Ellipsoidoberfläche entspricht also hierbei das dop- 
pelte Rechteck. Durch Zusammensetzung dieser Abbildung mit der 
soeben betrachteten, durch elliptische Functionen vermittelten con- 
formen Abbildung erhält man die allgemeine Lösung der Aufgabe: 
Die Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoids auf die 
Oberfläche einerKugel conform so abzubilden, dass das 
gegenseitige Entsprechen der reellen Punkte beider 
Flächen ein eindeutiges ist. 

Es ergibt sich hierbei, dass den beiden Schaaren der Krümmungs- 
linien auf dem Ellipsoid zwei Schaaren von Curven vierter Ordnung 
auf der Kugel entsprechen, welche in zwei Schaaren confocaler sphä- 
rischer Kegelschnitte übergehen , wenn den drei Hauptschnitten des 
Ellipsoids drei grösste Krci.se der Kugel entsprechen.] 

Wenn die vier Punkte a, &, c, d nicht auf einem Kreise liegen, 
so kann man durch je drei derselben einen Kreis legen. 

Von diesen vier Kreisen tlieilt jeder, z. B. der durch die Punkte 
a, 6, c gelegte, das Gebiet der veränderlichen Grösse x in zwei, durch 
diesen Kreis von einander getrennte Bereiche. Der eine derselben 
enthält in seinem Innern den vierten Punkt d ; der andere , welcher 
in seinem Innern keinen singulären Punkt enthält, möge mit (abc) 



*) Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin« Jahr- 
gang 1839, Seite 64. 

Schering: Ueber die conforme Abbildung des Ellipsoids auf der Ebene. Göttingen 1858. 
Jacobi: üeber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids auf einer Ebene, bei 

welcher die kleinsten Theile ähnlich bleiben. Journal für reine und angewandte 

Mathematik, Band 59, Seite 74—88. 18GI . Gesammelte Werke, Band 2, Seite 

401—416. 
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bezeiclinet werden. Den Bezeichnungen (bäc), (cda), (adO) ist die 
analoge Bedeutung beizulegen. 

Es kann angenommen werden , dass das Inuere des Gebietes 
(abc) für einen auf der Ebene (x) stellenden l'n:ybacLter, welcher auf 
der Begrenzung dieses Gebietes in der Richtung abc fortschreitet, 
linka voa seiner Bewegungsiichtiing liegt. 

Wenn dies nämlich nicht von vorn herein der Fall wäre , ao 
bmucbte man nur die Bezeichnung der Funkte a und c und dem ent* 
sprechend a und y mit einander zu vertauschen. 



r»t.r 




Zur Vereinfachung möge nun die Ebene {x) durch Vcrmittelung 
der Function 

, &— c x—a 

b—a 37— c 

auf eine Ebene («') conform abgebildet werden. l)cn Punkten x ^ a, 
b, c, d entsprechen der Reihe nach die Funkte a;' ^ 0, 1, oo, z. Es 
ist hierbei 

__ b~e d—a 
b—a d—c 

Dem Gebiete (abc) entspricht das Gebiet (Oloo), also die auf 
der positiven Seite der Axe des Ileellen Hegende Halbebene ; der die 
complexe Grösse n geometrisch darstellende Punkt liegt mithin in 
der anf der negativen Seite der Axe des Reellen liegenden Halbebene. 

Die Integralfonction » geht über in 
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Die von den Punkten a, 6, c nach dem Punkte d gezogenen Linien L 
sollen so angenomihen werden, dass sie ausserhalb des Gebietes (abc) 
liegen und mit der Begrenzungslinie desselben nur die Punkte a, 6, c 
gemeinsam haben. 

Gehen nun die Werthe a, 6, c, d beziehlich in die Werthe 0, 1, oo, z 
über, so liegen die den Linien L entsprechenden Linien L' ganz in 
der auf der negativen Seite der Axe des Reellen liegenden Halbebene. 

Für alle im Innern des dem Gebiete X entsprechenden Gebietes 
X' liegenden Werthe von x' kann u als eindeutige und stetige Func- 
tion des Argumentes x' erklärt werden. Dasselbe gilt von -7-7 nnd 
von den Functionen 

du 
log-^.,, log«', log(a;'-l), log(«'-«), 

zwischen denen die Gleichung 

log-^ = log C'+ (a- 1) log a;'+(^-l) log (a;'-l) + (*-!) log (x'-«) 

besteht. 

Das Gebiet (abc) in der Ebene (x) , beziehlich die auf 
der positiven Seite der Axe des Reellen liegende Halb- 
ebene {x') wird durch Vermittelung der Integralfunc- 
tion u auf ein einfach zusammenhängendesGebiet U{abc), 
einen Theil von U^, conform abgebildet. 

Die Begrenzungslinie der Figur U{abc) ist nach 
aussen überall convex. 

Dies kani\ wie folgt bewiesen werden. Beschränkt man die Va- 
riable x' auf die Begrenzungslinie des Gebietes (abc) und lässt die 
Grösse x' stetig wachsend alle reellen Werthe von —00 bis +00 an- 
nehmen, so drückt die Abweichung von -=-7 den Winkel aus, den 

(IX 

entsprechende Elemente du und dx' der Begrenzungslinien beider 
Gebiete mit einander einsehliessen. Dieser Winkel wird daher auch 
ausgedrückt durch den reellen Factor des imaginären Theiles von 

^^s£^ = logC'+(«-l)log^'4-(^~l)log(rr'-l) + (#-l)log(a^-^). 
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Der imagmäre Theil von logrc' ist, während die Grösse x' stetig zu- 
nehmend alle Werthe des Intervalles von —c» bis durchläuft, con- 
stant, nimmt beim Durchgange der Grösse x' durch den Werth um 
ort ab und ist, während a;' sich von bis +oo bewegt, wieder con- 
stant. Dasselbe gilt von dem imaginären Theile von log(x'— 1) für 
die Intervalle von — oo bis 1 und von 1 bis + oo. ' Der imaginäre 
Theil von log(a;'— ^r) hingegen nimmt, während die Grösse x* stetig 
zunehmend alle reellen Werthe durchläuft, beständig ab, da die Ab- 
weichung der von dem Punkte z nach dem Punkte x* führenden Strecke 
x'^z beständig kleiner wird. 

Der Zuwachs, welchen der imaginäre Theil von log-^ erfährt, 

während x' sich innerhalb eines der drei Intervalle — c» • • . 0, • • • 1, 
1 • • • -t- 00 bewegt, ist also gleich dem Zuwachse des imaginären Thei- 

les von (d— 1) log(a:'— xf). ^)er imaginäre Theil von log-j-r wächst 

also beständig, denn 8 ist nach der Voraussetzung kleiner als 1 und 
in den Punkten und 1 beträgt die Zunahme beziehlich (1— a)Ät und 
(1— /J)3ti. Folglich ist der Contingenzwinkel der Curve, welche der 
den Werth der complexen Grösse u geometrisch darstellende Punkt 
beschreibt, während die Grösse x' eines der Intervalle — oo • • • 0, 
• • • 1, 1 • • • 4-00 durchläuft, stets positiv, da derselbe dem Zu- 
wachse des Factors von % in dem Ausdrucke log--^ ,- gleich ist. 

Also ist die Begrenzungslinie der Figur ü{abc) in den drei 
Theilen, welche den Intervallen — oo • • • 0, • • • 1, 1 • • • + oo entspre- 
chen, nach aussen convex. In den Punkten A,B,Cj welche den Wer- 
then a, 6, c von x, beziehlich 0, 1, oo von x\ entsprechen, hat die 
Begrenzungslinie der Figur U{abc) je zwei Tangenten, und zwar be- 
tragen die Winkel, welche die folgende Tangente mit der vorherge- 
henden einschUesst, beziehlich 

(l-a)Ä, (l-iS)Ä, (l-y)jr. 

Die Begrenzungslinie des Gebietes ü{abc) ist also auch in den 
Ecken nach aussen convex. Die inneren Winkel der Figur U{abc) 
sind in diesen Punkten beziehlich gleich an, ßjc, yn. 

Die Summe aller Contingenzwinkel der Begrenzungslinie der Fi- 
gur TJiflhc) beträgt 

(l-a)3t + (l-/J)3r + (l-y)Ä + (l— d)7r = 2ä, 

wie auch daraus folgt, dass diese ganz im Endlichen liegende, einfach 
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zusammenhängende Figur in ihrem Innern keinen Windungspunkt 
besitzt. 

Wenn also ein Punkt die Begrenzung der Figur U{abc) in po- 
sitivem Sinne durchläuft, so wächst der Winkel, den die Richtung 
der Tangente dieser Curve mit der Richtung der Axe des Reellen 
einschliesst, beständig und ist nach einmaligem Umlaufe des Punktes 
um 2jr gewachsen. 

Eine geschlossene Curve, welche diese beiden Eigenschaften be- 
sitzt, kann von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten ge- 
schnitten werden, und die geradlinige Strecke, welche zwei Punkte 
einer solchen Curve verbindet, liegt ganz in dem Innern des von 
dieser Linie begrenzten und ganz im Endlichen liegenden Stückes 
der Ebene, falls sie nicht selbst einen Theil der Curve ausmacht. 

Construirt man daher in der Figur ü(abc) das gerad- 
linige Dreieck ABC, so folgt aus dem angeführten Satze, 
dass die einzelnen Seiten und die Fläche dieses Drei- 
ecks ganz innerhalb der Figur U{abc) liegen, dass da- 
her die Winkel desselben beziehlich kleiner sind als 
«jr, ßTtj yjt. 

Die analogen Betrachtungen, statt auf das Gebiet {ahc) auf die 
Gebiete (bdc), (cda), {adb) angewendet, führen auf die Figuren 

ü{bdc), U{cda), U{adb) 
und die Dreiecke 

B'D'C, CD^A", A'"D'"B'\ 

Die Gebiete {abc) und {adb) haben einen von zwei Kreisbogen 
begrenzten, einfach zusammenhängenden Gebietstheil gemeinsam, wel- 
cher mit {ab) bezeichnet werden möge. Derselbe wird durch die In- 
tegralfunction auf eine Figur U{ab) conform abgebildet, deren Be- 
grenzungslinie in allen Punkten nach aussen convex ist. Also liegt 
die geradlinige Strecke ABj welche die den Punkten a und b ent- 
sprechenden Ecken der Figur U{ab) verbindet, ganz im Innern der- 
selben. Es gibt also in der Ebene {x) eine einzige, ganz 
innerhalb des Flächenstückes (a6) liegende, von a nach b 
führende Linie L{ab), deren durch die Integralfunction 
u vermittelte Abbildung eine gerade Linie ist. 

Solcher Linien L gibt es in der Ebene {x) oder auf 
der, der Ebene {x) entsprechenden Kugelfläche sechs, 
von denen jede zwei der Punkte a, 6, c, d verbindet. 
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Die Ebene, beziehnngsweise die Kugelflächc, wird 
diiYch diese Linien in vier Curvendreiecke abc, bdc, cda, 
adb zerlegt, deren dnrch die Integralfunction u vermit- 
telte Abbildungen geradlinige Dreieclte sind. 

Wählt man daher die drei definirten, vom Punkte 
d ausgebenden Linien L(ad), L(bd), L(cd) zu denjenigen 
Linien, deren TJfer L(adbdcda) die Begrenzung des ein- 
fach zusammenhängenden Bereiches X bilden, so ist 
die entsprechende Figur ü, das Innere eines von sechs 
geradlinigen Strecken begrenzten Sechseckes AD"" BD' CD" A, 

Fig. 4. 




von dessen Seiten die in den Ecken A, B, C zusammenstossenden 
paarweise einander gleich sind und mit einander beziehlich die im 
Innern von U, liegenden Winkel 2««, 2/3«, ^yn bilden. Von den in 
der Ecke A zusammenstossenden Winkeln D"'AB, BAC, CAD" ist 
jeder kleiner dXa ax; da ihre Summe 2«« beträgt, so ist die Summe 
je zweier derselben grösser als der dritte. Das angegebene 
Sechseck U, ist daher das Netz der Oberfläche ü ei- 
nes Tetraeders ASCD. 

Ana den drei Winkeln am Punkte A kann man nämlich, weil 
di« Summe je zweier derselben grösser ist als der dritte , eine kör- 
perliche Ecke constmiren; gibt man den £anten beziehlich die Län- 
gen AB, AC, AD = AD" = AD", so ist hierdurch ein Tetraeder 
ABCD bestimmt, dessen Seitenflächen ABC, BDC, CDA, ADB den 
Tier Dreiecken ABC, BD'C, CD'A, AD"'B beziehlich congruent sind. 

Die Oberfläche (' dieses Tetraeders entspricht der 
Ebene (x) und der derselben entsprechenden Kugelober- 
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fläche eindeutig Punkt für Punkt. Die Abbildung der 
einen Fläche auf die andere ist in den kleinsten Thfei- 
len ähnlich, mit Ausnahme der, den vier Ecken des 
Tetraeders entsprechenden Punkte, in welchen die 
Stetigkeit der Abbildung nicht unterbrochen ist. 

Die conforme Abbildung der Ebene (x) auf die Ober- 
fläche U des Tetraeders stellt daher geometrisch den 
Zusammenhang dar, welcher zwischen den Werthen, die 
das Integral u für einen bestimmten Werth x der oberen 
Grenze annehmen kann, und diesem Werthe x stattfindet: 
Alle Werthe, welche das Integral auf verschiedenen 
Integrationswegen erlangen kann, werden aus einem 
dieser Werthe durch Abwickelung der Tetraederflä- 
che [7 auf die Ebene (u) erhalten. 

[Hieraus ergibt sich beiläufig, wenn man a = ß = y=^d = \ 
setzt, eine geometrische Deutung der Abbildung durch elliptische 
Functionen mit complexem Modul. 

Die vier Seitenflächen des Tetraeders sind in diesem Falle con- 
gruente spitzwinklige Dreiecke. 

Für die elliptischen Integrale, welche die conforme Abbildung 
der Oberfläche der Kugel auf die Oberfläche eines regulären Tetrae- 
ders vermitteln, findet bei der Multiplication mit dritten Wurzeln der 
Einheit ein algebraisches Multiplicationstheorem statt; die Linien L 
sind in diesem Falle Kreisbogen. 

Gleichzeitig ist hierdurch gezeigt, wie man bei einem elliptischen 
Integral erster Art mit complexem Modul die Integrationswege zu 
wählen hat, um solche Fundamental-Perioden zu erhalten, für welche 
die entsprechenden ^-Reihen am stärksten convergiren.] 

n. 

Es ist nun nachzuweisen, dass sich bei einer gegebenen, ganz im 
Endlichen liegenden Tetraederfläche A^B^C^D^ die in der oben be- 
trachteten Integralfunction enthaltenen Constanten stets so bestimmen 
lassen, dass das zu derselben in Beziehung stehende Tetrader ABCD 
dem gegebenen congruent wird. 

Zunächst ist zu bemerken, dass die Grössen a, /}, y und 9 durch 
die Summen der Winkel in den Ecken -4^, jB^, C,, D^ des Tetrae- 
ders unmittelbar gegeben sind. Dieselben sind nämlich so zu wählen; 
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dass die Summen der in den Ecken -4,, JB,, 6',, D^ zusammenstossen- 
den Winkel beziehlieh durch 2««, 2 /Ja, 2yÄ, 28% ausgedrückt wer- 
den. Da die Summe aller dieser Winkel gleich 4ä ist, so ist die 
oben vorausgesetzte Gleichung a + /J + y + d = 2 erfüllt. 

Femer ist zu beachten, dass, wenn diese Winkelsummen gegeben 
sind, das Tetraeder durch die Gestalt einer seiner vier Seitenflächen, 
etwa durch die Gestalt der Seitenfläche A^B^C^^ der Gestalt nach 
bestimmt ist. 

Es gibt nämlich nur ein Tetraeder ABCD, welches mit einem 
gegebenen die Grundfläche ABC gemeinsam und in entsprechenden 
Ecken gleiche Winkelsummen hat. Fasst man das Tetraeder als 
dreiseitige Pyramide mit der Spitze D auf und breitet die Mantel- 
fläche DABO dieser Pyramide in eine Ebene aus, so ist die gebro- 
chene Linie A' B'C A"B''. . .^ in welche die Linie ABCA ausge- 



Fig. 5. 




breitet wird, in den Längen der einzelnen Seiten und den Win- 
kehi je zweier auf einander folgenden Seiten bekannt. (Man erhält 
mA'B'C = 2an-SLrcABC u. s. w.). Die Lage der Spitze D' in dem 
Netze ist nun eindeutig dadurch bestimmt, dass die Dreiecke A'B'D' 
^i A^B^D' congruent sind, dass D' also von den Punkten A' und A" 
iiöd deil Punkten B' und B" beziehlich gleichen Abstand haben muss. 
Hieraus folgt, dass in der That das Tetraeder ABCD durch die 
Summe der Winkel in den einzelnen Ecken und die Gestalt einer 
Seitenfläche ABC der Gestalt nach schon bestimmt ist, sobald noch 
feststeht, welche Seite der Fläche dieses Dreiecks nach Aussen lie- 
Ren soll. Die Aufgabe der Constantenbestimmung ist dem- 
^Äch als gelöst anzusehen, sobald es gelingt, die vier Con- 
stanten Oj bf Cf d so zu bestimmen, dass das in der Ebene der 
Integralfunction u liegende geradlinige Dreieck ABC, wel- 
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ches dem auf der Kugel liegenden krummlinigen Dreiecke 
abc entspricht, der Seitenfläche A^B^C^ des gegebenen Te- 
traeders gleichstimmig ähnlich wird. 

Ohne dass der Allgemeinheit Eintrag geschieht, kann nun ange- 
nommen werden, dass a4-/J<l ist; denn unter den vier positiven 
Grössen a, /J, y, d deren Summe gleich 2 ist, muss es, wenn nicht 
jede dieser Grössen gleich ^ ist, stets zwei geben, deren Summe 
kleiner als 1 ist, und diese können mit a und ß, die entsprechenden 
Ecken des Tetraeders mit -4, und JB, bezeichnet werden. 

Die noch freistehende Wahl in der Bezeichnung der beidQ^ an- 
dern Ecken des Tetraeders mit C^ und 2), möge so getroffen werden, 
dass die Seitenfläche A^B^G^ für einen auf der Fläche A^B^C^ ste- 
henden und ausserhalb des Tetraeders befindlichen Beobachter auf 
der linken Seite ihrer Begrenzungslinie A^B^C^A^ liegt. Um von 
den drei willkürlichen Constanten befreit zu sein, welche eine ge- 
brochene Substitution ersten Grades für die Grössen a, ft, c, d ent- 
hält, gebe man a, ft, c die Werthe a = 0, 6 = 1, c = oo. Dann 
muss nach der getroffenen Uebereinkunft dem Innern des durch a, 6, c 
gelegten Kreises die auf der positiven Seite der Axe des Reellen 
liegende Halbebene entsprechen und der die unbekannte Constante (i, 
welche mit s bezeichnet werden möge, darstellende Punkt auf der 
negativen Seite der Axe des Reellen liegen. 

Betrachtet man die Integralfunction 



u 



= Ta:«-» {x-iy-" {x^z)^" dx, 



wobei die Veränderlichkeit der complexen Grösse x auf das Gebiet 
X beschränkt werden soll, so stellen die Seiten AB und AC des 
Dreiecks ABC die Werthe der bestimmten Integrale 



, AC = \ 



geometrisch dar, wo durch die dem Integralzeichen beigefugten Ac- 
cente angedeutet wird, dass bei beiden Integralen die Integration 
längs solcher Wege ausgeführt werden soll, die dem Innern des Ge- 
bietes X angehören. 

Wenn es sich darum handelt, die Oberfläche einer Kugel auf die 
Oberfläche eines bestimmten Tetraeders A^B^C^D^ zusammenhän- 
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gend und in den kleinsten Theilen ähnlich abzubilden, so ist der 
complexe Werth des Verhältnisses -j-^ vorgeschrieben. Es soll näm- 
lich 

Aü A,C, 
= — - — *— = U) 

AB A,B, 

sein, wenn -4, B, und -4,C, zugleich die complexen Grössen bezeich- 
nen, welche bei einer beliebigen Annahme des Nullpunktes und des 
Einheitspunktes in der Ebene des Dreiecks A^B^C^ durch die Strecken 
iljJB, und -4,C, geometrisch dargestellt werden. 

Im Folgenden wird nachgewiesen werden, dass die complexe 
Grösse s, deren Veränderlichkeit auf das Innere der auf der negati- 
ven Seite der Axe des Reellen liegenden Halbebene beschränkt wird, 

nur auf eine einzige Weise so bestimmt werden kann, dass der Quo- 

Xco ,^\ 
: 1 den vorge- 

schriebenen Werth w^ annimmt. 

Diese complexe Grösse «;, als Function des complexen Argumen- 
tes z betrachtet, ist Quotient zweier Zweige derselben Gaussischen 
T' oder Riemann sehen P-Function. Die Werthe 0, 1, oo sind die 
einzigen singulären Werthe für das Argument s. 

Die Grösse w ist also eine analytische Function der complexen 
Grösse £r, eindeutig definirt für alle diejenigen Werthe derselben, 
welche geometrisch dargestellt werden durch Punkte der auf der n e- 
gativen Seite der Axe des Reellen liegenden Halbebene. Der Werth 
der complexen Grösse w werde durch einen Punkt in einer Ebene 
geometrisch dargestellt und das Gebiet der Werthe, welche die com- 
plexe Grösse w für alle der betrachteten Halbebene angehörenden 
Werthe der Grösse z annimmt , mit W bezeichnet , so dass W eine 
conforme Abbildung der betrachteten Halbebene (-8^) ist. 

Zunächst ist zu bemerken, dass alle Punkte des Gebietes TT im 
Endlichen liegen , ausgenommen den Fall a = j8 = y = d = ^, der 
^s Grrenzfall leicht zu behandeln ist. 

Demi der Nenner des Quotienten w ist für keinen von 0, 1, oo 
verschiedenen Werth der Grösse z gleich Null, der Zähler des Quo- 
tienten w wird für keinen von' 0, 1, oo verschiedenen Werth der 
Grösse z unendlich gross, und die Werthe,' welche der Quotient w 
fär « 5= 0, 1, 00 annimmt, ergeben sich mit Ausnahme des eben er- 
wähnten Falles als endliche. 

B eh wart, Qwiwinelto AbhaadltuigeB. H. 7 
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Zur Bestimmung der Gestalt des Gebietes W betrachte man die 
Begrenzungslinie desselben. Diese Begrenzungslinie ist diejenige 
Curve, welche der den Werth der complexen Grösse w geometrisch 
darstellende Punkt unter der Voraussetzung beschreibt, dass die ' 
Grösse z die Begrenzung der betrachteten Halbebene, also alle reel- 
len Werthe von +00 bis —00 durchläuft. 

Es werde der Grösse z ein reeller, vorläufig constanter Werth 
beigelegt. Wenn das Integral 






als Function der oberen Grenze betrachtet und die Veränderlichkeit 
der complexen Grösse x auf das Innere und die Begrenzung der auf 
der positiven Seite der Axe des Reellen liegenden Halbebene, welche 
ein Theil des Gebietes X ist , beschränkt wird , so vermittelt dieses 
Integral die conforme Abbildung der erwähnten Halbebene auf die 
Fläche eines geradlinigen Vierecks mit den Winkeln «jr, /Jjr, yjr, d«. 
Diese Winkel folgen auf einander in der Reihenfolge 

aßdy, adßyj daßyj 

jcnachdem der Werth der reellen Grösse z dem ersten, zweiten oder 
dritten der drei Intervalle 

+ 00 • • • 1, 1 • • • 0, • • • —00 

angehört. 

Die Eckpunkte des Vierecks seien den Winkeln entsprechend 

mit denselben Buchstaben aßyä bezeichnet. Der Werth des Integrals 

Jwird in dem ersten und in dem dritten Falle durch die Seite a/J, 

im zweiten Falle durch die Diagonale aß des erwähnten geradlinigen 
Vierecks geometrisch dargestellt. Ebenso wiid der Werth des Inte- 

in dem ersten und in dem zweiten Falle durch die Seite ay, 

im dritten Falle durch die Diagonale ay geometrisch dargestellt. 
Der Punkt, durch welchen der Wei'th des Quotienten 

ay 



aß 



geometrisch dargestellt wird, kann also durch folgende Construetioa 
gefunden werden : 
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Man construire ein, zu dem betrachteten geradlinigen 
Viereck mit den Winkeln «jr, ßx, yar, dn ähnliches Viereck, 
dessen der Ecke a entsprechende Ecke a' mit dem Punkte 0, 
dessen der Ecke ß entsprechende Ecke ß' mit dem Punkte +1 
zusammenfällt. Die der Ecke y entsprechende Ecke y' dieses 
Vierecks stellt den Werth der complexen Grösse w geome- 
trisch dar. 

Wenn der Werth der Grösse is dem Intervalle +cx) • • • 1 ange- 
hört, 80 ist die Aufeinanderfolge der Ecken des betrachteten Vier- 
ecks ccßSy, und die Ecke y' liegt auf einer durch den Punkt ge- 
henden Geraden, die mit der Strecke • • • 1 den Winkel an ein- 
schliesst. 

Fig. 6. 

i 




Liegt der Werth der Grösse £f in dem Intervalle • • • — oo, 
80 folgen die Ecken des Vierecks auf einander wie daßy] die Ecke 
y' liegt daher in diesem Falle auf einer durcli den Punkt + 1 gehen- 
den Geraden, mit welcher die Strecke 1 • • • den Winkel ßn ein- 
schliesst. 

Diese beiden Geraden schneiden sich, da der Voraussetzung zu- 
folge a + ß kleiner als 1 ist, in einem Punkte k, welcher den Werth 
der Grösse w für jp = ±oo darstellt; für diesen Werth geht das ge- 
radlinige Viereck, auf welches die Halbebene (x) im Allgemeinen 
gebildet wird, in das geradlinige Dreieck OlA; über. (In dem 
Falle a = ß = ^ sind die beiden Geraden parallel und k liegt in 
der Richtung der Slrecke • • • + i im Unendlichen.) 

Wenn e dem Intervalle 1 • • • angehört und demnach die Ecken 
des Vierecks in der Reihenfolge aSßy auf einander folgen, so ist der 
geometrische Ort der Ecke y ein über der Strecke • • • 1 auf deren 

7* 
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positiver Seite errichteter Kreisbogen, welcher den Winkel yn als 
Peripheriewinkel fasst. 

Der Punkt k liegt ausserhalb des durch den Kreisbogen und die 
Strecke • • • 1 begrenzten Kreisabschnittes, denn es ist 

y = 2-(a + /J + d) 
= [!-(« + ^)] + (l-.(J), 
also ist der Winkel yjr grösser als der Winkel Oil, der gleich 
[1— (a + j8)]jr ist. Der Kreisbogen schneidet daher von der Fläche des 
Dreiecks 01k ein Stück ab, welches der Fläche des Kreisabschnittes 
angehört ; das von der Fläche des Dreiecks übrig bleibende Stück, 
das Kreisbogen dreieck feZm, ist das Gebiet W-der complexen Grösse t€. 
(Siehe Fig. ß auf Seite 99.) 

Man überzeugt sich nämlich , dass die Punkte l und tn , mögen 
sie nun mit den Punkten und 1 zusammenfallen oder nicht, die 
Werthe der Grösse lo für die Werthe £r = 1 und z = geometrisch 
darstellen. Für beide Werthe hört das geradlinige Viereck, auf welches 
im Allgemeinen die Halbebenc (x) abgebildet wird, aufsein eigentliches 
Viereck zu sein, und geht in je eins der Dreiecke OIZ, 01m über, 
wenn es solche von und 1 verschiedene Schnittpunkte l und m des 
Kreisbogens mit den Geraden Ok und Ifc gibt. Aber auch für den 
Fall, dass l mit 0, m mit 1 zusammenfallt, überzeugt man sich, dass 
diese Werthe die wahren Werthe der Grösse w für die Werthe ß = 1 
und ;2r = sind. 

Während e die Axe des Reellen von +co bis — oo durchläuft, 
bewegt sich der die Grösse iv geometrisch darstellende Punkt auf 
der Begrenzung des angegebenen Flächenstückes W stets in dem 
Sinne klm. 

Dies kann mit Hülfe des folgenden Satzes bewiesen werden: 

Wenn bei der conformen Abbildung der Fläche einer Halbebene 
auf die Fläche eines geradlinigen Vierecks die drei, Eckpunkten des- 
selben entsprechenden Punkte 0, 1, oo festgehalten werden und der 
dem vierten Eckpunkte entsprechende Punkt £! sich innerhalb eines 
der drei Intervalle +oo . . . l, 1 ... 0, • • • -oo und zwar stets in 
demselben Sinne bewegt, so ändert sich während dieser Bewegung 
der Grösse z innerhalb eines dieser drei Intervalle das Verhältniss 
der Längen je zweier anstossenden Seiten des Vierecks stets in dem- 
selben Sinne. 

Aus den angestellten Betrachtungen folgt, dass durch die 
analytische Function w des Argumentes die auf der 
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negativen Seite der Axe des Reellen liegende Halb- 
ebene (jer) conform auf das Innere W des Kreisbogen- 
dreiecks klm abgebildet wird, wie auch aus der Theorie der 
conformen Abbildung der Fläche einer Halbebene auf die Fläche ei- 
nes Kreisbogendreiecks geschlossen werden kann. Weil die Begren- 
zungslinie des Gebietes W eine einfache Linie ist, so ist auch um- 
gekehrt die conforme Abbildung der Figur W auf die 
Fläche der Halbebene eine eindeutige: Jedem Punkte 
innerhalb^ des Kreisbogendreiecks klm entspricht ein 
und nur ein Werth der Grösse js. 

Es ist noch der Nachweis zu führen, dass der vorgeschriebene 

Ä C AC 

Werth . ^ ' = Wq des Quotienten w = -^-j^ innerhalb des Gebietes 

W Kegt. ' 

Man construire ein Dreieck Oltv^ ähnlich dem Dreieck A^B^Ü^, 
Weil die Winkel des Dreiecks A^B^C^ beziehlich kleiner als «ä, /Ja, 
y% sind, so ist. 

arc \Qw^ <: arc lüi, arc^olü <: arc Älü, arcOu;^! <: yn. 
Von diesen drei Ungleichheiten beweisen die beiden ersten, dass der 
Punkt w^ innerhalb des Dreiecks OlÄ liegt und die letzte, dass der- 
selbe ausserhalb der Fläche des über der Strecke Ol construirten 
Kreisabschnittes liegt, der den Winkel y ä fasst. (Siehe Fig. 6 auf S. 99.) 

Folglich liegt der gegebene Werth w^ der Grösse w 
indem Gebiete W des (Quotienten der beiden bestimm- 
ten Integrale und es gibt nur einen Werth z^ der Grösse 
^, für den die Grösse w den Werth w^ annimmt. 

Das Tetraeder ABGD, welches der Integralfunction 



cTaf-* {x^-iy-' (^--^o)*'' 

^0 



dx 



entspricht, ist also dem gegebenen ähnlich. Durch geeig- 
nete Bestimmung der Constante C kann bewirkt werden , dass beide 
Tetraeder auch der Grösse nach übereinstimmen. 

Die Aufgabe der conformen Abbildung der Oberfläche eines Te- 
traeders auf die Oberfläche einer Kugel mit der Bedingung, dass die 
Punkte beider Flächen einander eindeutig entsprechen sollen, ist also 
stets lösbar, und zwar lässt diese Aufgabe nu;* eine Lösung zu, wenn 
festgesetzt wird, dass drei gegebeneu Punkten der einen Fläche be- 
aehlich drei gegebene Punkte der andern entsprechen sollen. 

Halle an der Saale, im September 1868. 



Notizia suUa rappresentazione conforme di un' 
area ellittica sopra un' area circolare. 



Annali di M&tem&tica par& ed applicata, 11^ serie, tomo Ilio, pag. 186—170. 

Nella sua dissertazione inaugurale (Annali di Matematica I* serie, 
tomo n°) Riemann cnuncio il teorema, come sia sempre possibile di 
rappresentare la superficie di una figura semplicemente connessa (ü) 
sopra di un cireoio (S), conservando la connessione e la simiglianza 
nelle parti infinitesime , e eiö soltanto in una maniera, quando si 
voglia che al centro corrisponda un punto interne fissato ad arbitrio, 
e ad un punto qualsivoglia della circonferenza un punto del contomo 
di quella figura, pure dato arbitrariamente. 

La rappresentazione conforme della figui'a U sul circolo S si 
compie luediante una funzione analitica di variabile complessa s = f(u)j 
indicando ogni valore determiuato delP argomento u = x + yi Isl po- 
sizione di un punto determinato nelP interne della figura Z7, ed il 
valore corrispondente s della funzione la posizione del punto omologo 
' nell* interne di 8. 

La funzione analitica /*(m) dipende dalla forma del contorno della 
figui'a U, dalla posizione dei punti di diramazione nell' intemo della 
raedesima ed inoltre da tre costanti; e propriamente alla soluzione 
completa dell' indicato problema basta la conoscenza di una funzione 
s = f{u)j mediante la quäle si rappresenti la superficie della figura 
U sopra la superficie di un circolo S, Infatti, se si rappresenta Fin- 
terno della stessa figura U mediante due funzioni s ed s' sopra Tin- 
terno di due circoli S ed S\ ciascuna delle due funzioni s ed 5' 6 
una funzione razionale di primo grado dell' altra; basta adunque 
trovare in ogni caso particolare una unica soluzione e determinare 
convenientemente le tre costanti. 
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La determinazione effettiva della funzioue rappresentatrice uon 
riiusci sino ad ora che in alcuni casi particolari. 

Nella memoria del sig. C h r i s t o f f e 1 ; Sul problema ddle temper a- 
ture stojnanarie e la rappresentazione di una data superficie (Annali di 
Matematica, 11* serie, tomo P), il problema della rappresentazione 
della superficie di un circolo sulla superficie di un poligono limitato 
da segmenti rettilinei fe ridotto ad una quadratura ed alla determi- 
nazione di un numero finito di costanti. In modo analogo si puö 
ridurre il problema di rappresentare una area circolare sopra una fi- 
gura limitata da archi circolari alla soluzione di una equazione diffe- 
renziale ordinaria ed alla determinazione di un numero finito di co- 
stanti. ßiguardo a ciö si veda una memoria contenuta nel giornale 
dlBorchardt, tomo 70, Ueber einige Abbildungsaufgaben.*) 

La presente nota lia per oggetto la soluzione del problema indi- 
cato , quando il contorno della figura U k una ellisse. Sia data* nel 
piano, i cui punti rappresentano geometricamente i valori della quan- 
titä complessa u = x + yij una ellisse, i cui fuochi siano i punti 
tt=+l e w= — ledi cui semi-assi maggiore e minore siano 
egnali ad a e &. 

Si imagini tagliata rettilineamente quest' area ellittica lungo 
Tasse maggiore dai fuochi sino ai vertici, cioe dal punto w = + 1 al 
punto tt = -fa e dal punto u = —1 al punto u = — a, e si rap- 
presenti Tintemo della superficie semplicemente connessa, in tal guisa 
ottenuta, mediante la funzione analitica 

V = arcseuM 

sul piano (v). H campo della variabile complessa v e Tinterno di un 
rettangolo, i punti di mezzo dei cui lati cowispondono ai valori 
» = ±yÄ, V = ±-j log -^^ . **) Se ora si rappresenta Tinterno 
^ questo rettangolo mediante la funzione 

s = senam(^v) 

sul piano (s)j essendo il modulo k scelto secondo le seguenti con< 
dizioni 



*) Si veda pag. 78 del presente volume. 

^ Si veda una memoria del sig. Sieb eck nel Giornale di Grelle-Borchardt, 
tomo 65, pag. 246— 252 e: Gasorati, Teorica deUe funtioni di variabili eompleB80f 
m. 248— 245. 
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r* + 2g^+2g "+- 



|(l + 3)(l + g')(l + 3')---f i l + 2q + 2q'+- 

ai avrä in quest' ultimo piano un circolo di raggio -^, per modo 
che combinando le due rappresentazioni, ossia adoperando ta fiinzione 

s = senam(^arc3enu), 

avremo rappreaentato l'interao della data elHsae , aerbata la connes- 
aione e la aimiglianza uelle parti infimtesimc, sopra l'intemo di questo 
circolo. AI centro della elliase m ^ corriaponde il centro del cir- 
colo s = 0, ai vertici u = ±a, tt = ±bi corrispondono i punti 

s = ±^, s = ±-^.') 




Lo lincc , limgo Ic quali k coatante la parte reale o imaginaria 
lU V, somi TiiiUa supcrficic della cllisse rispettlvamente iperboli o el- 
lisai confocali , ni'lla superticie <lol circolo ourve confocali del quarto 
ordinc coi Iikk^Iü s = ±1, ± ; : rui-ve, le eui propriet4 georaetriche 
ftirono «tndiati! pift ai'curat«monte dal aig. Siebeck c dal aig. Cäsey**). 

•) Si TCla SiniMKik, f/.W r,„, </„«„„„ „„ Curve« vierUn Oradt; welche 
mit den dUpt«rhrn I-'ufulim,n, iu;,mm.„hii»g^„ . Oiornalc üj Crellfr-Borcliardt, tomo 
67 5», c ueir ojmra »iiaiMruuuaU del «1«. Unsoiati, pag. 246-249. 

*♦) On bicirr,,!..,- i««r/,>,. TrttUNa.tioutt ,.f ihr Royal [rish Acadomy. 1869. 
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ha segaente solnzione analitica del problema proposto completerä 
U precedente eiutetica. 

Per determinare solla superficie della ellisse nna fanzione della 
variabile complessa u, la quäle sia monodroina, finita e continua per 
tatti i valori dl u nell' intemo della ellisse , e la cui parte reale 
per tatti i pntiti del contorno coincida in valore eolla funzione 
\iog{x'+jf'),*) s'introduca in luogo di u una nuova variabile com- 
plessa e = re'", per modo che 

M ^ ji-(ß—g''), X =: ~(r~^+r)aeQ^, y ^ ~{r~'—r)cos(p, 
e si indichi la coBtante \/^ conro, o in altrl terraini, si rappre- 
aenti la «nperöcie della ellisse nel piano (u) sopra la superficie di 
nna Corona circolare giacente nel piano (z) e limitata dai circoli di 




'^SP *■« 6 r~'. Ad ogni valore di u corrispondono due valori di s, c 
^ fanzione cercata di u ai trasforma in una funzione di £ , la quäle 
i monodroma , finita e continua insieme collc sue derivate per tutti i 
Talon di 2, il cui valore aasoluto k compreso tra r^ e r^'. 

La fanzione cercata si paö adunque svolgere per tutti questi 
valori di e nella forma 

(m = 1, 2, 3 ... 00) 



*] Te^ Brt. 21 della dissertazioDe inauguralc di Ric] 
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mentre i coefficienti ancora ignoti A e B ai possono determinare in 
guisa che la parte reale di if(js), tanto per z = r^e^ quanto per 
z = r^*e"**, sia eguale a 

^log(x' + ff) = -log(2rJ + ilog(l-2rJcos29>+rJ) = 

= —log (2r,,)— rj cos 29— JrJ cos 49— JrJ cos 69— . . . 

La fanzione 

(n = 1, 2, 3 ... 00) 

soddisfa alle condizioni proposte, e, per espressione della fiinzione, 
mediante la quäle si rappresenta in modo conforme la superficie della 
ellisse su quella di un circolo S' di raggio 1, essende i centri delle 
due ligure punti corrispondenti, si ottiene 

Se si pone s = €'\ rj = g, riesce w = sen 1;, x?*" + £?"** = 2 cos 2n v , e 

2(1 1 2ö* 

log 5' = log (2v^g sen v) + ^ ^ cos 2t; + -g-- yx"«" ^^^ ^ "*" 

espressione equivalente (Jacobi, Fundamenta nova theoriae functio- 
num ellipticarum, pag. 99, form. 6) a 

log sen am (~^ v) + log ^h . 

E manifesta adunque la esattezza della fatta asserzione, come 
ciofe si possa rappresentare Tinterno della suaccennata ellisse mediante 
la funzione 

s = sen am ( ^ arc sen w) 

nell' interne di un circolo di raggio -r^:. 

Per rendere intuitiva questa rappresentazione si sono costroite 
le figure annesse, ponendo 
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La tabella qul nnita fornisce pel modulo k = ^^ i valori di 



m + nt 



— i — ) 



per le coppie di valori inten w, n giacenti fra i limiti 



8 



2 



1.189 t 



0,664 t 



0,817 j 



0,576 
+ 1.041t 



0396 
+0.624 f 



0.823 
+0,2941' 



0.986 
+ 0,784^ 



0,707 
+ 0.482^ 



0,597 
+ 0,286t 



0,802 



0,565 









• 


1.099 
+ 0.455 t 


1.162 
+ 0,2641 


1,184 
+ 0,112 1 


1,189 


0.906 
+ 0.8261 


1,018 
+ 0,193 • 


1,074 
+ 0.0881 


1,091 


0.799 
+ 0.1661 


0.980 
+ 0.102^ 


1,001 
+ 0.0481 


1,024 


0.765 


0,900 


0.976 


1 


3 


4 


5 


6 



m 



Zarigo, Maggie 1869. 



Zur Theorie der Abbildung. 

Programm der eidgenüsoischen polytechnischen Schale in Zftrich für du Schuljahr 1869—70. 
Die nachfolgende Abhan^ilung ist itine theilweise Umarbeitung derjenigen , welche in dem an- 
geführten Programm veröffentlicht worden ist. 

Im Artikel 21 seiner Dissertation hat Riemann den Satz aus- 
gesprochen, (lass es stets möglich sei, diB Fläche einer 
einfach zusammenhängenden Figur auf die Fläche eines 
Kreises zusammenhängend und in den kleinsten Thei- 
len ähnlich abzubilden. 

Der am angeführten Orte für diesen wichtigen Lehrsatz gegebene 
Beweis beruht auf einer scharfsinnigen Anwendung der unter dem 
Namen des Dirichlet sehen Princips bekannten Schlussweise, — 
unterliegt jedoch damit auch den Bedenken , welche hinsichtlich der 
Strenge gegen diese Schlussweise geltend zu machen sind. 

Bei dem Versuche, obigen Lehrsatz direct zu beweisen, hat sich 
mir ein Verfahren dargeboten, welches dazu dienen kann, diesen Satz, 
wenn auch nicht in seinem ganzen Umfange, so doch für alle dieje- 
nigen einfach zusammenhängenden Gebiete zu beweisen, welche die 
Ebene nirgends mehrfach bedecken und deren Begrenzungslinie nach 
aussen überall convex ist. 

Da , soviel ich weiss , bis jetzt (1869) überhaupt noch kein Ver- 
fahren bekannt ist, den angegebenen Lehrsatz in seinem ganzen Um- 
fange streng zu beweisen, so wird die Mittheilung einer Methode, durch 
welche ein Theil des Satzes bewiesen werden kann , nicht ohne 
Literesse sein. 

I. 

Unter Bezugnahme auf eine Abhandlung des Herrn Christoffel: 
ShI problcma delle fefnpcraturc stazionane c la rappresentaeume di una 
data superßcie , Annali di Matematica pura ed applicata diretti da 
Brioschi e Cremona, tomo 1°, und auf eine im 70, Bande von Bor- 
chardt*s Journal für Mathematik mitgetheilte Abhandlung des 
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Verfassers: Ueber einige Ahhildungsaufgahen*)] wird in dem Folgenden 
vorausgesetzt, dass für die Fläche jedes von geraden Strecken be- 
grenzten , die Ebene nirgends mehrfach bedeckenden Vielecks die 
Möglichkeit der conformen Abbildung derselben auf die Fläche eines 
Kreises bereits bewiesen sei. 

Von dieser Voraussetzung wird in folgender Form Gebrauch ge- 
macht werden. 

In der Ebene («), deren Punkte durch ihre Lage die Werthe 
einer complexen Grösse u geometrisch darstellen, sei ein von geraden 
Strecken begrenztes Vieleck gegeben, dessen Fläche U die Ebene (w) 
nirgends mehrfach bedeckt. Der Nullpunkt liege im Innern des 
Gebietes CT, der Abstand desselben von einem beliebigen Punkte des 
Randes werde mit p bezeichnet ; es bezeichne (>, den kleinsten, p, den 
grössten Werth, den die Grösse q annehmen kann. 

In einer anderen Ebene (5) , der Constructionsebene für eine 
complexe Grösse s, sei um den Nullpunkt mit dem Radius 1 ein Kreis 
beschrieben. Das durch die Fläche dieses Kreises bestimmte Gebiet 
werde mit S bezeichnet. 

Es gibt eine analytische Function u des complexen Argumentes 
^5 tt =3 /*(5), — eindeutig erklärt mit dem Charakter einer ganzen 
Function für alle Werthe des Argumentes 5, deren absoluter Betrag 
Heiner ist als 1 ; endlich und stetig für alle Werthe des Argu- 
mentes 5, deren absoluter Betrag die Einheit nicht überschreitet, — 
durch deren Vermittelung die Fläche S des in der Ebene (s) 
liegenden Kreises in der Weise zusammenhängend und in den klein- 
sten Theilen ähnlich auf das Gebiet IJ abgebildet wird , dass dem 
Mittelpunkte der Kreisfläche S der Punkt im Innern des Gebietes 
^ entspricht. 

Diese Function u = f{s) ist darstellbar durch eine nach Poten- 
zen der Grösse s mit ganzzahligcn positiven Exponenten fortschreitende 
Potenzreihe 

welche für alle Werthe der Grösse s , deren absoluter Betrag die 
Einheit nicht überschreitet, unbedingt convergirt. Das vollständige 
Gebiet aller Werthe der Summe u dieser Reihe entspricht dem Ge- 
biete U. 



*) Siehe Seite 76 dieses Bandes. 
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Nach einem von Cauchy bewiesenen Lehrsatze wird der Coeffi- 
cient A^ des die Potenz «" enthaltenden Gliedes dieser Reihe durch 
den Ausdruck 

*2n 






gegeben, in welchem der Integrationsvariablen # alle reellen Werthe 
von bis 2 Ä beizulegen sind. Sämmtliche Coefficienten A^ sind dem 
absoluten Betrage nach kleiner als p,. 

Die Grösse s kann ohne Nachtheil für die Allgemeinheit der 
Untersuchung mit einem Factor multiplicirt werden, dessen absoluter 
Betrag den Werth 1 besitzt. Dieser Factor möge so gewählt werden, 
dass der Werth der Ableitung -^ für den Werth 5 = reell und 
positiv ist. • 

Man betrachte nun die Function log(Y). Der Werth derselben 

ist fiir alle Werthe des Argumentes s , deren absoluter Betrag die 
Einheit nicht überschreitet, endlich, ändert sich mit dem Werthe des 
Argumentes s stetig und ist eindeutig erklärt, wenn noch die Fest- 
setzung getroffen wird, dass der imaginäre Theil der Function für 
deil Werth des Argumentes s ebenfalls den Werth annehmen soll. 
Der Werth des reellen Theiles der Function log(7) für den 
Werth s = des Argumentes ist gleich dem Werthe des Ausdruckes 



/2n 
mos ne^')d», 



wobei das Zeichen SR bedeutet, dass der reelle Theil der auf dasselbe 
folgenden Grösse zu nehmen ist. 

Für den Werth s = ist also der reelle Theil des Werthes der 
Function log(7) grösser als log(), und kleiner als logp,. Der 
Werth der Ableitung -^ für den Werth s = liegt mithin zwi- 
schen Pj und p,. 

Für diejenigen Werthe des Argumentes s, deren absoluter Betrag 
gleich 1 ist, stimmt der Werth des reellen Theiles der Function 
log(y) mit dem Werthe der Grösse logp überein. 

Der kleinste Werth dieser Grösse ist gleich logp, , der grösste 
ist gleich logp,. Daher liegt für keinen Werth des Argumentes s, 
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dessen absoluter Betrag gleich 1 oder kleiner als 1 ist , der abso- 
lute Betrag des Quotienten y ausserhalb des Intervalles p, • • • p,. 

Aus der Umkehrung der Function u = f{s) entsteht, wenn 
die Veränderlichkeit der complexen Grösse u auf diejenigen Werthe 
beschränkt wird, welche durch Punkte des Innern oder durch Punkte 
der Begrenzung des Gebietes U geometrisch dargestellt werden , eine 
analytische Function s = s(w), welche für die angegebenen Werthe 
des Argumentes u mit Ausnahme derjenigen, welche den Eckpunkten 
des Gebietes U entsprechen , den Charakter einer ganzen Function 
besitzt. Auch für die den Eckpunkten des Gebietes U entsprechenden 
Werthe bleibt die Function s{u) endlich und stetig. 

Durch Vermittelung dieser Function s = s{u) wird das Gebiet 
U zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich auf die 
Fläche S eines Kreises mit dem Radius 1 abgebildet, und zwar ent- 
spricht dem Punkte im Innern des Gebietes U der Mittelpunkt der 
Kreisfläche S. 



n. 

In der Ebene (m) sei ein einfach zusammenhängendes ganz im 
Endlichen liegendes Gebiet ü gegeben, welches die Ebene nirgends 
mehrfach bedeckt, also auch in seinem Innern keinen Windungspunkt 
besitzt. 

Von der Begrenzungslinie C des Gebietes ü wird vorausgesetzt, 
dass dieselbe in jedem ihrer Punkte eine oder zwei Tangenten besitzt, 
und dass dieselbe ganz auf einer Seite jeder ihrer Tangenten liegt. 
Die Begrenzungslinie C ist also überall nach Aussen convex. Hier- 
bei ist indessen nicht ausgeschlossen , dass Theile der Begrenzungs- 
Hnie C geradlinig sind. 

Im Innern des Gebietes U werde ein Punkt als Pol für die 
Polarcoordinaten p, q> und zugleich als derjenige Punkt angenommen, 
welchem bei der geometrischen Darstellung der Werthe der complexen 
Grosse u der Werth m = entspricht. Für die Punkte der Begren- 
zungslinie C ist der Radiusvector p eine eindeutige Function der 
Grösse q>. TJeberhaupt besteht die Gleichung u = ge^. 

Es bezeichne 8 eine von Null verschiedene positive Grösse , m' 
eine veränderKche complexe Grösse, welche mit der complexen Grösse 
w durch die Gleichung u = (l + d)w' verbunden ist. 

Wird, analog der Gleichung m = pe*^, w' =r ^'e^* gesetzt, so er- 
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Q = (l + d)p, 9 = 9' 



Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der complexen 
Grösse m' durch Punkte der Ebene (u) entspricht dem Gebiete U ein 
Gebiet C7', dessen Begrenzungslinie 0' und dessen Inneres ganz im 
Innern des Gebietes U liegt. Die beiden Begrenzungslinien C und C 
haben den angegebenen Voraussetzungen zufolge keinen Punkt mit 
einander gemeinsam. 

Wird mit 9, der kleinste, mit p, der grosste unter den Abständen 
des Punktes von den Punkten der Begrenzungslinie C bezeichnet, 
so liegt für keine Tangente der Linie C der Abstand derselben von 
dem Punkte ausserhalb des Intervalles Pi • • • p,. 

Es bezeichne s^ eine von Null verschiedene positive Grösse, s eine 
von Null verschiedene positive Grösse, welche kleiner als «^ ist ; iy be- 
zeichne die Grösse €^2. 

Zu der Begrenzungslinie C des Gebietes ü denke man sich in 
der Ebene (u) im Abstände 1^ eine ausserhalb des Gebietes U liegende 
ä([uidi staute Linie C construirt. (Siehe die schematische Fig. 9.) 

Fig 9. 




KiiM'iii Punkte P ihr Bogrenzungslinie C entspreche der Punkt 
7'" iWr l/mic ('"» IhI 1*7' die Tangente der Linie C in dem Punkte 
J\ HO lirgi iliT iiiigcgebcMieii Voraussetzung zufolge die Linie C auf 
(|crs<*lb<'n Si'it«' <I<t ({(^nideij Pl\ auf welcher der Punkt liegt; der 
l'iniki /'" li'*K< »"*<' diT <*iitg(»gt«n gesetzten Seite der Geraden FT. 

Ih'uUi mim Mich /n «In« (icradon PT eine durch den Punkt P" 
irnMliin'liK'*lH'nili' |iiinilli'li' Genidi' P'^T" construirt, so liegt die Linie 
C" Hill' iWr'\t'.u\\rru Hi'ili« ilieHcr (icra^len , auf welcher der Punkt 
liegt. Kh Mi'i V der Hrlini1.1.|ninki <ler Goraden P'T", Q" der Schnitt- 
puiilct t\rr l/mie T" mit i|er Veiliingerung des Strahles OP. 
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Werden die Pussptmkte der vom Punkte auf die parallelen 
Geraden PT und P^T" geföllten Perpendikel mit ^und N^ bezeichnet, 
so liegen die drei Punkte 0, Nj N^ in gerader Linie , und es hat die 
Strecke NN^ dieselbe Länge wie die Strecke PF", nämlich die Länge i^. 

Da OQ" < OQ ist, so besteht die Beziehung 

OQ^^OQ OQ _ ON^ _ . NN^ NN, ^ ^ 
OP ^ OP' OP ~ ON ~ ^'^ ON ' ON ^ Q, 

und, falls der Werth des Quotienten -^ mit S bezeichnet wird, 

Wird nun die Veränderlichkeit der complexen Grösse u vorübergehend 
auf diejenigen Werthe beschränkt, welche durch Punkte der Linie C" 
geometrisch dargestellt werden, und wird sodann durch Vermittelung 
der bereits betrachteten Gleichung u = {\ + ö)u' zu derjenigen Linie 
C"* übergegangen, deren Punkte die Werthe der complexen Grösse u' 
geometrisch darstellen, so liegt kein Punkt der der Linie C" ent- 
sprechenden Linie C" ausserhalb des Gebietes U. (Siehe die schema- 
tisclie Figur 10 auf Seite 114.) 

Die Grösse £„ möge von vornherein so klein angenommen werden, 

dagg der Werth des Quotienten — — kleiner ist als eine gewisse 

kleine Grösse d^,,. Unter dieser Voraussetzung ist die Grösse 

Ueiner als die Grösse d^. 

Die Ebene (u) des Gebietes U denke man sich in der Weise mit 
einem Quadratnetze fiberzogen, dass die einzelnen Maschen 
^eses Netzes von Quadraten gebildet werden, deren Seiten die Länge 
< Imben , und dass zu den Eckpunkten dieser Quadrate auch der 
Punkt gehört. 

Die G-esammtheit aller derjenigen Maschen dieses Quadratnetzes, 
Welche in ihrem Innern oder auf ihrer Begrenzung Punkte enthalten, 
die dem Innern oder der Begrenzung des Gebietes ü angehören, bildet 
ein einfach zusammenhängendes Gebiet , welches mit U, bezeichnet 
Werden möge. Die gebrochene Linie, welche die Begrenzung des Ge- 
bietes CTj bildet, werde mit C^ bezeichnet. 

BekwAri, nwi— rito AkkaadlnfftB. U. 8 
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Durch folgende schematisclie Figur wird ein Sector des von den 
Linien C and C" begrenzten Riuggebietea und der demselben ent- 
sprechende Sector des von den Linien C und G" begrenzten Iting- 
gebietes veranschaulicht. Die Figur veranschaulicht femer den im 
Innern des zuerst erwähnten Sectors liegenden Theil der Begrenzungs- 
linie C, des Gebietes U, nnd den demselben entsprechenden Theil der 
Begrenzungslinie 6" des dem Gebiete D, entsprechenden Gebietes (7|. 




Das Gebiet U, , welches das Gebiet U als einen Theil enthält, 
i-ift durcli die im Vorhergehenden angegebenen Festsetzungen unzwei- 
deutig bestimmt, sobald die Wahl des Quadratnetzes den angegebenen 
Bedingungen gemäss getroffen ist. Die Begrenzung C, des Gebietes 
V, ist eine einfache geschlossene Linie , welche ganz aasserhalb des 
Gebietes U liegt , und deren Punkte ohne Ausnahme einem ringför- 
migen Gebiete angehören , dessen vollständige Begrenzung von den 
Linieu C und C" gebildet wird. Die complexe Grösse, welche durch 
einen Punkt im Innern oder auf der Begrenzung des Gebietes U, 
unter der Voraussetzung geometrisch dargestellt wird, dass die be- 
züglich der geometrischen Darstellung der complexen Grösse m getrof- 
fenen Festsetzungen aufrecht erhalten bleiben, möge mit «, bezeichnet 
werden. 

Nun aalbire man die Grösse £ und theile jede dem Gebiete U^ 
angehörende Masche des Quadratnetzes in vier Maschen, gebildet von 
vier Quadraten, deren Seiten die Länge -5- haben. 

Von den so entstandenen Maschen werden alle diejenigen aus- 
geschieden , welche ganz ausserhalb des Grebietes U liegen und auch 
auf ihrer Begrenzung keinen Punkt der Begrenznngslinie C des Ge- 
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bietes U enthalten, wenn e3 solche Maschen gibt. Die übrig bleibenden 
Masehen bilden ein einfach zusammenhängendes Gebiet l\, dessen 
Begrenzung C, ganz ausserhalb des Gebietes^ liegt und mit der 
Begrenznngslinie C desselben keinen Punkt gemein hat. Da das Ge- 
biet l\ ein Theil des Gebietes l\ ist , so liegt kein Punkt seiner 
Begrenznngslinie C, ausserhalb der Linie C^ : es kann jedoch die Linie 
C, zum Theil oder ganz mit der Linie C\ zusammenfallen. Letzteres 
tritt ein, wenn das Gebiet {/, mit dem Gebiete U^ zusammenfallt. 

Wie das Gebiet ü, aus dem Gebiete f/, durch Halbirung der 
Grösse s entstanden ist, so möge analogerweise durch Halbirung der 

Grosse -5- aus dem Gebiete l\ das Gebiet U^ entstehen. Durch Fort- 

Setzung dieses Verfahrens gelangt man zu einer Reihe von Gebieten 
Fj, U,, fT,, • • U^y von denen jedes aus dem vorhergehenden ebenso 
entsteht, wie das Gebiet P, aus dem Gebiete U^. entstanden ist. Das 
Gebiet ü. wird also von einer endlichen Anzahl von Quadraten ge- 

bildet, deren Seiten die Länge -^i- haben. Von den Begrenzungs- 

linien C^, C'„ C„ • • C. der Gebiete ü^, C/„ U^j • • U^ liegt jede einzelne 
innerhalb der vorhergehenden, wobei indessen ein theilweises oder 
vollständiges Zusanmienfallen nicht ausgeschlossen ist; alle diese Be- 
grenzungslinito liegen aber ausserhalb der Begrenzungslinie C des 
Gebietes U und haben keinen Punkt mit derselben gemein. 

Die complexe Grösse, welche durch einen Punkt des Linern oder 
der Begrenzung je eines der Gebiete [7„ [/,, • • U^ geometrisch dar- 
gestellt wird, möge beziehlich mit u^, «„ • • u^ bezeichnet werden. 

Jedes dieser Gebiete denke man sich nach dem Inhalte des Ab- 
schnittes I auf die Fläche S eines Kreises mit dem Radius 1 eonform 
abgebildet, so dass dem Punkte der Mittelpunkt der Kreisfläche 
entspricht. Dieses geschehe durch die Functionen 

Hierbei soll zugleich die Bedingung gestellt werden, dass die Ablei- 
tungen 

du^ ' dw, * du^ 

ftp den Werth m, = u, = • • = w^ = sämmtlich reelle positive 
VerÜie annehmen. Die Werthe dieser Ableitungen für' den Werth 
Oder Argumente m„ m„ • • u^ liegen, wenn die Grösse (1-f djp, mit 

9'i bezeichnet wird, sämmtlich zwischen den Grenzen - und —7-. 

8* 
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Es wird behauptet, dass die Function s^{u^) des complexen Ar- 
gumentes u^ sich mit wachsendem Index m einer bestimmten Grrenz- 
fonction ^ 

s = ${u) = lims^(M) 

nähert, welche eine analytische Function des Argumentes u ist. Es 
wird femer behauptet, dass durch Vermittelung dieser Function s{u) 
das Gebiet ü auf die Fläche S eines in der Ebene {$) liegenden 
Kreises zusammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich ab- 
gebildet wird. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser beiden Behauptungen zer- 
fällt in zwei Theile. 

In dem ersten Theile (Abschnitt III) wird nachgewiesen werden, 
dass der Werth der Function s^{u^) für alle diejenigen Werthe u 
des Argumentes m^, welche dem absoluten Betrage nach eine gewisse 
Grösse q^ nicht überschreiten, sich für limm = c» einer bestimmten 
Grenze s(u) nähert, und dass diese Grenze dem Werthe nach über- 
einstimmt mit dem Werthe der Summe einer unendlichen Reihe, welche 
nach Potenzen der Grösse u mit ganzzahligen positiven Exponenten 
fortschreitet und für alle Werthe der Grösse tt, deren absoluter Be- 
trag kleiner ist als 9,, unbedingt convergirt. 

In dem zweiten Theile (Abschnitt IV) wird bewiesen werden, 
dass durch Vermittelung der analytischen Function s{u) des Argu- 
mentes w, welche durch analytische Fortsetzung des auf die angege- 
bene Weise erhaltenen Functionenelementes entsteht, vorausgesetzt 
dasH hierbei die Veränderlichkeit des Argumentes u auf die den 
inneren Punkten des Gebietes U entsprechenden Werthe beschränkt 
wird , <laH gegebene Gebiet U auf die Fläche S des mit dem Radios 
1 um den Punkt ä =s beschriebenen Kreises zusammenhängend und 
in dem kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird. 

• 

m. 

Man h«trac',lit(« «IftH unendliche Product 

,(u,«.,(u)^;^)-^M...^ 

DiiH Prodiiif diT «TMÜ^n m Factoren dieses Produetes ist sj^u). 
Kh wird K<*/,iMKi wurden , diiHH dieses unendliche Product unbedmgt 
coiivurKii'* » vvriiii dor iibHolulo Betrag des complexen Argumentes n 
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eine gewisse Grosse ^J nicht überschreitet, und dass die Function 5 (w) 
des complexen Argumentes m, welche durch dieses unendliche Product 
dargestellt wird, durch eine nach Potenzen des Argumentes u mit 
ganzzahligen positiven Exponenten fortschreitende Reihe 

S{u) = &,tt + 6aW*+ • • +6,w"H — 

dargestellt werden kann, welche für alle Werthe des Argumentes w, 
deren absoluter Betrag kleiner als q^ ist, unbedingt convergirt. 

Hierzu ist eine nähere Betrachtung der einzelnen Factoren des 
unendlichen Productes erforderlich. 

Es reicht hin , einen Factor desselben , etwa den Quotienten 

-4— r> zu betrachten, da aus diesem Factor alle folgenden Factoren 
durch Verwandlung von s in y, -^, u. s. w. erhalten werden können. 
Zunächst wird also der Quotient % { näher untersucht. 

,9,(ti) 

Man denke sich die Linie C, durch Vermittelung der Function 
«,(f#,) conform abgebildet. Alle Punkte des Bildes, welche nicht auf 
der Begrenzung der Kreisfläche S liegen, fallen hierbei in das Innere 
dieser Elreisfläche. Denn es liegt die Linie C^ innerhalb der Linie 
C„ wobei indessen ein theil weises oder vollständiges Zusammenfallen 
der Linie C, mit der Linie C, nicht ausgeschlossen ist. Das Gebiet 
der Veränderlichkeit des den Werth der complexen Grösse w, geome- 
trisch darstellenden Punktes ist das Gebiet f/,; dieses Gebiet wird 
durch Vermittelung der Function s^u^) auf die Kreisfläche S conform 
abgebildet. Wird daher u^ = ti^ gesetzt, so ist für alle Wei'the der 

complexen Grosse m„ welche durch Punkte der Curve 6\ geometrisch 

s (ti ^ 
dargestellt werden, der absolute Betrag des Quotienten —7—^ grösser 

als 1 oder mindestens gleich 1. 

Nun ist der Quotient -^7-^f eine Function des complexen Argu- 

mentes 11,, also auch des complexen Argumentes s^ = ^2(^2)1 welche 
fiir keinen Werth des Argumentes s„ dessen absoluter Betrag kleiner 
als 1 oder gleich 1 ist , unendlich klein oder unendlich gross wird. 

Es ist daher die Function log -A-*r für alle diese Werthe des Argu- 

ißentes s^ als eine überall endliche und stetige Function dieses Ar- 
gumentes eindeutig erklärt, wenn noch festgesetzt wird, dass der 
"DÄgiiiäre Theil derselben für den Werth 5, = 0, tür welchen auch 
die Grösse m, den Werth erhält, ebenfalls den Werth haben soll. 

Der reelle Theil der Function log *^ '^ - kann daher längs der 
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Begrenzung des Grebietes , auf welches die veränderliche Grösse s, 
beschränkt ist, ausser dem Werthe nur positive Werthe annehmen. 

Also hat der reelle Theil der Function log *) *{ im Innern des 

angegebenen Gebietes überall positive Werthe, es sei denn, dass die 

betrachtete Function log , *{ sich auf eine Constante und zwar auf 

den Werth reducirt. Dieser Ausnahmefall tritt dann und nur dann 
ein , wenn die Linie C, vollständig mit der Linie C^ zusanmienfallt ; 
in diesem Falle ist aber s^{u^) = s^u^). 

Hieraus ergibt sich, dass mod — /-^ beständig grösser als 1 oder • 

mindestens gleich 1 ist. 

Es handelt sich nun darum, die Grösse der Differenz 

mod 44-1 

abzuschätzen. Zu diesem Zwecke wird folgender Weg eingeschlagen. 

Man setze , mit u[ eine neue veränderliche complexe Grösse be- 
zeichnend, u^ = {l + d)u[j wobei die Grösse d, wie in dem vorherge- 
henden Abschnitte, durch die Gleichung Q^^ = «^2 bestimmt wird. 

Wenn die Veränderlichkeit der complexen Grösse w, auf diejenigen 
Werthe beschränkt wird, welclio durch Punkte des Lmem des Ge- 
bietes r/j oder durch Punkte der Begrenzung C, desselben geometrisch 
dargestellt werden , so entspricht bei der geometrischen Darstellung 
der Wertlic der complexen Grösse u[ durch Punkte der Ebene (m) 
dem Gebieten U^ ein diesem Gebiete ähnliches und in Bezug auf den 
Punkt als Aeliulichkeitspuiikt ähnlich liegendes Gebiet U[, dessen 
Hc^griniznngslinie C[ ganz innerlialb der Begrenzungslinie C des Ge- 
bieters U li<'K^- (Si(»h(» die schematische Figur 10 auf Seite 114.) 

!)!{• li(»gr(^iizuiiKslinie C\ dos Gebietes U^ wird nämlich von der 
Linie; (1" iniiHcJilnsscn, und die durch Vermittelung der Gleichung 

ibjr liinii! ('" «•nlM|irr(',lu»n(h» Linie (■'" liegt, wie im vorhergehenden 
AbH('liniUr iiiiiliK<*wi<'Mrn ist, ganz im Innern des Gebietes U] umso- 
riM'lir Tm'k^ «IiiIht <li'* dn* Linir (\ entsprechende Linie C[ im Innern 

I)»i!' Urhirl //; mi'.^^r nun in ih'r Weise auf die Fläche 8 eines 
Kn-ii'i'M vom Kinlm.' I /.ih'nmmrnhiingt^nd und in den kleinsten Theilen 
iilinli<'li ul»K'l'il'l'*^ wriil«'ii, «Immm <loni Punkte der Mittelpunkt der 
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Kreisfläche entspricht. Eine solche conforme Abbildung wii'd durch 
die Function $^{(l + d)u[) = s[{u[) vermittelt. 

Wird die Veränderlichkeit der complexen G-rösse u[ zunächst auf 
diejenigen Werthe beschränkt , welche durch Punkte der Linie C[ 
geometrisch dargestellt werden, so ergibt sich 

mod-^?^<cl. 

Dieselbe Beziehung bleibt auch dann bestehen , wenn die Ver- 
änderlichkeit der complexen Grösse u[ auf alle diejenigen Werthe 
ausgedehnt wird, welche durch Punkte des Gebietes U[ geometrisch 
dargestellt werden. 

Aus den beiden Beziehungen 

ergeben sich aber unter der Voraussetzung, dass die Veränderlichkeit 
der complexen G-rösse u, auf diejenigen Werthe beschränkt wird, 
welche durch Punkte des Gebietes J7J geometrisch dargestellt werden, 
wenn t*, = u[ gesetzt wird, die Beziehungen 

ipod s^{u[) < mod s^{u[) = mod a[{u[) , 

• l<mod44|-<mod4^;|. 

Hieraus folgt, dass die Differenz 
mod *} !n — 1 sicher kleiner ist als die Differenz mod 4 ,\ —1. 

Durch diesen Lehrsatz ist, wenn die Grösse u[ zur Vereinfachung 
mit u bezeichnet wird, die Abschätzung des Grades der Kleinheit 

der Differenz mod , ( — 1 auf die Abschätzung des Grades der 

Kleinheit der Differenz 

mod44-l = modMl + *)iO_.i 

zurückgeführt. 

Für diejenigen Werthe des Argumentes w, deren absoluter Betrag 
den Werth q^ hat, ist der Werth der Function s^{u) dem absoluten 
Betrage nach kleiner als 1. Für alle diejenigen Werthe des Argu- 
mentes u , deren absoluter Betrag die Grösse q^ nicht überschreitet, 



120 Zur Theorie der Abbildung. 

ist die Function s^{u) durch eine Potenzreihe von der Form 

s^{u) = a,^iW + a,,,w*+a,,8«*'+- • +a,^,w"H üi Inf. 

darstellbar. 

Für jeden Werth der ganzen Zahl n ist der absolute Betrag des 

Coefficienten a, ,, kleiner als -^, denn es besteht die Grleichung 

während moA s^( Q^ef^') <cl ist. 

Es bezeichne a einen bestimmten positiven ächten Bruch , q[ 
eine von verschiedene positive Grösse, welche der Bedingung 
(l + dy)()| <c «9, gemäss gewählt ist. 

Wenn die Veränderlichkeit der complexen Grösse u auf solche 
Werthe beschränkt wird, deren absoluter Betrag die Grösse q[ nicht 
überschreitet, so ergibt sich 

Unter den bezüglich der Veränderlichkeit der complexen Grösse tt 
getroffenen Voraussetzungen ist der Werth der Summe der Reihe 

«M + «,.2((l + *) + l)w + a,,((l + eJ)' + (l + *) + l)tt«+.. 

dem absoluten Betrage nach kleiner als 



l.\l + 2(l + d,)^ + B{l + SJ^ + . 



oder kleiner als 

1 



während der Werth der Summe der Reihe 

S ( H^ 

als Werth des Quotienten -^— , dem absoluten Betrage nach grösser 
ist als — T« 

Ea ergibt sich hieraus, dasa der Werth der Differenz 

s.((l + *)«) 



«i(«) 



-1, 
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unter der bezüglich der Veränderlichkeit der Grösse u gemachten 
Voraussetzung, dem absoluten Betrage nach stets kleiner ist als Dö, 
wenn dem Factor D der durch die Gleichung 

D = l -?L 

bestinunte, von dem Werthe der Grössen 8 und s nicht abhängende 
Werth beigelegt wird. 

Folglich ist auch der Werth der Differenz 

mod44-l 

unter der bezüglich der Veränderlichkeit der Grösse u getroffenen 
Festsetzung stets kleiner als Dd. 

Also weicht auch der absolute Betrag des Quotienten *^ L 

welcher grösser als 1 oder mindestens gleich 1 ist, für keinen Werth 
des Argumentes u, dessen absoluter Betrag kleiner als q[ oder gleich 
q[ ist, von der Einheit um mehr ab, als Dd. 

Hieraus ergibt sich zunächst, dass der reelle Theil der Function 

log . s für alle Werthe des Argumentes w, deren absoluter Betrag 

^eich q[ oder kleiner als q[ ist, ausser dem Werthe nur positive 
Werthe annehmen kann, welche kleiner sind als Dd. 

Für alle Werthe des Argumentes w, deren absoluter Betrag kleiner 

S ( ti") 

als Qi ist, kann die Function log -7-f durch eine Reihenentwickelung 
von der Form 

log ^^ = c,,o + c,,,u + c,,,tt« + . . + c,^jr + . . . 

dargestellt werden, in welcher die Constante c,o einen reellen Werth 
besitzt. Wenn der Werth des reellen Theiles der Function 

zur Abkürzung mit /*(y) bezeichnet wird, so werden die Werthe der 
Constanten c,^o und c,^^ durch die Gleichungen 

1 /•*" 1 /•'" 

'^''» = 2i / A9)d9, c,. = -— / nq>)c-"''d^ 

^^Jo (n -0) ^Qi Jq 

gegeben. 
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Der absolute Betrag der Constanten Cj ,, ist also kleiner als DS, 

während der absolute Betrag der Constanten c^ J kleiner als — 7^^ ist. 

' s(u) ^K 

Lässt man nun an die Stelle des Quotienten , ( den Quotienten 

s(u) '^i^**). 

A—i- treten, so gelten, wenn den Grössen D und p! dieselben Werthe 

beigelegt werden, wie im Vorhergehenden, alle Schlüsse in analoger 
Weise mit der Abänderung, dass an die Stelle der Grössen d und e 
beziehlich die Grössen ^d und J« zu setzen sind. 

Durch Fortsetzung dieses Schlussverfahrens ergibt sich, dass die 
von unendlich vielen Potenzreihen gebildete Doppelreihe 

log-^J^ + log^^^ + --+log^ + .. inmf. 

für alle Werthe des Argumentes w, deren absoluter Betrag q kleiner 
als q[ ist , eine endliche Summe hat , und dass der Werth dieser 
Summe durch eine nach Potenzen des Argumentes u mit ganzzahligen 
positiven Exponenten fortschreitende B,eihe darstellbar ist, welche in 
dem angegebenen Bereiche unbedingt convergirt. 

Wenn nämlich alle Glieder der betrachteten Doppelreihe durch 
ihre absoluten Beträge ersetzt werden , so ergeben sich Grössen , die 
beziehlich kleiner sind als die entsprechenden Glieder folgend^ 
Doppelreihe 



Dd + WS (^ + ^ + ..) 



9i P. 



+ ^2 + W{- Ö+-^+-) 

+i>.i.+2z.^,(^,+i';+..) 

• • * 

Die Summe dieser Grössen hat aber , wenn q kleiner als pj ist , den 
Werth 2d4^*. 



9, ~, 

Es möge jetzt die Veränderlichkeit der Grösse m auf solche 

Werthe beschränkt werden , deren absoluter Betrag eine gewisse 
Grösse q^ nicht überschreitet, wo q^ eine Grösse bezeichnet, welche 
kleiner ist als pj. Dann ist die Summe aller Glieder der Doppelreihe 
kleiner als 2D -^"tf^ ^ oder , wenn die Grösse 2i) -?| il^ zur Ab- 

kürzung mit D' bezeichnet wird, kleiner als 7)'d. 
Die durch die (Tlciclumg 
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log 44 = 2:.iog^=^ 

(m = l,2, .. + 00) 

bestimmte Function 8(u) ist durch eine Poteuzreibc 

darstellbar, welche Sir alle Werthe des Argumentes u, deren abso- 
luter Betrag kleiner ist als ^J, unbedingt convergirt. 

Für alle Werthe des Argumentes u, deren absoluter Betrag die 
Grösse f^ nicht überschreitet, ist der absolute Betrag der Differenz 

\ { — 1 kleiner als e^^—1, also auch kleiner als D'e^^^d. 



Wenn die Grösse 






zur Abkürzung mit d' bezeichnet wird, so lässt sich das Ergebniss 
der vorhergehenden Untersuchung durch folgenden Satz ausdrücken: 
Für alle Werthe des Argumentes u, deren absoluter Betrag die Grösse 

f^ nicht überschreitet, ist der absolute Betrag der Differenz ^ . — 1 

kleiner als die Grösse d', wo d' eine der Grösse £ proportionale Grösse 
bezeichnet. 

In Folge der Gleichungen 

8 = 6jU + J,w* H — 
ergibt sich 

Der absolute Betrag des Quotienten — r-^ ist für keinen der in Be- 
tracht kommenden Werthe des Argumentes u kleiner als 9^, folglich 
ist der absolute Betrag des Werthes der Summe der Reihe 

für alle Werthe des Argumentes u, deren absoluter Betrag die Grösse 

Oo nicht überschreitet, kleiner als -. 

pi 

Hieraus ergibt sich, dass die Differenz ft«— ^«, » iür jeden einzelnen 

' Ä' 1 

Werth des Index w dem absoluten Betrage nach kleiner ist als - -t- 

9i 9o 
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Es werden also die Differenzen 

einzeln unendlich klein, wenn die Grosse s unendlich klein wird. 

Der angegebenen Erklärung zufolge geht, wenn der Werth der 
Grösse s in den Werth Je übergeht, der Werth der Grösse d' in 
den Werth Jd' über, während jede einzelne der Functionen 

«i(w), 5,(u), s,(w), .. sj^u), s^X^), •• 

in die unmittelbar auf dieselbe folgende übergeht. 
Der Werth des unendlichen Productes 

siu) = SAU) — 7— r — 7— r- • • • —r- • • • in ini. 

^ ^ ^i(w) s,{u) s^.,(m) 

ändert sich hingegen nicht, wenn an die Stelle der Grösse s die 
Grösse ^s gesetzt wird, denn es besteht auch die Gleichung 

Hieraus folgt: Wenn an die Stelle der Grösse e die Grösse 

-^^zr^ gesetzt wird, so geht die Function 5,(m) in die Function s^(u) 

über, aber der Werth s{u) des betrachteten unendlichen Productes 
wird durch diese Aenderung des Werthes der Grösse € nicht beeinflusst. 
Also sind die Grenzwerthc der Coefficienten der einzelnen Glieder 
der Potenzreihen 

s,{u) = a,^^u + a,^y+"+a,^,ur+'" 

• • • • 

füi' limm = 00 beziehlich die Coefficienten der einzelnen Glieder 
der Potenzreihe 

s(u) = 6,w + ftgtt* H h 6.M* + . . • 

Hieraus wird nun der Schluss gezogen, dass die Potenzreihe, 
durch welche die Function s{u) für alle Werthe des Argumentes u 
dargestellt wird, deren absoluter Betrag die Grösse ^o nicht übersteigt, 
unbedingt convergirt füi' alle Werthe des Argumentes m, deren abso- 
luter Betrag kleiner ist als q^. 
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Für keinen endlichen Werth des Index m ist nämlich der absolute 

Betrag des Coefficienten a^, grösser als -^, folglich ist auch die 

Qi 
Grosse 6, ^ üni««.» dem absoluten Betrage nach nicht grösser als 

— ^; also convergirt die Potenzreihe, durch welche die Function s{u) 

för die Umgebung des Werthes w = dargestellt wird, nicht bloss 
für solche Werthe des Argumentes w, deren absoluter Betrag kleiner 
ist als die Grösse Po> wie schon aus der Herleitung hervorging, son- 
dern für alle Werthe des Argumentes u , deren absoluter Betrag 
kleiner ist als p^. 

IV. 

Es ist nun der Nachweis zu fuhren, 

erstens, dass sich der Bereich des Argumentes u der durch 
das Functionenelement 

8 = s{u) = biU + b^u^ + b^u^-i h6»w*+ • • • 

fär alle Werthe des Argumentes u , welche dem absoluten Betrage 
nach kleiner sind als q^, erklärten analytischen Function s(u) durch 
analytische Fortsetzung auf alle diejenigen Werthe ausdehnen lässt, 
welche durch innere Punkte des Gebietes U geometrisch dargestellt 
werden, ohne dass die Function s{u) bei dieser Ausdehnung des Be- 
reiches ihres Argumentes aufhört, den Charakter einer ganzen Func- 
tion zu besitzen; 

zweitens, dass durch Vermittelung der auf diese Weise erklär- 
ten analjrtischen Function s = s{u) das Gebiet U auf das Innere 
der in der Ebene (s) liegenden Kreisfläche S zusammenhängend und 
in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird. 

Die Richtigkeit dieser Behauptungen ist bewiesen , sobald Fol- 
gendes dargethan ist. 

Die Potenzreihe, durch welche die Function s = s{u) für die 
Umgebung des Werthes u = dargestellt wird , kann umgekehrt 
werden , d. h. es ist möglich , die Grösse u in der Gestalt einer Po- 
tenzreihe 

auszudrucken, in welcher 

^. -y, -B. - -^, -B, ^ , • -B. ftS=i . • • • ist. 
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Hierbei bezeichnet GJb^J 6„ • • 6,) eine bestimmte ganze Function 
der Argumente 61, 6,, • • 6, mit ganzzahligen Zahlencoefficienten. 

Von dieser Potenzreihe ist nachzuweisen 

erstens, dass dieselbe für alle Werthe der Grösse s, die dem 
absoluten Betrage nach kleiner sind als 1, unbedingt convergirt; 

zweitens, dass, — wenn der die complexe Grösse s geometrisch 
darstellende Punkt der Ebene (s) eine Kreislinie Ka beschreibt, deren 
Mittelpunkt dem Werthe s = entspricht, und deren Radius 6 zwar 
kleiner als 1 ist , aber dem Werthe 1 hinreichend nahe kommt , — 
der entsprechende, den Werth der complexen Grösse t* geometrisch 
darstellende Punkt der Ebene (w) eine Linie beschreibt, welche in 
allen ihren Punkten der Begrenzungslinie C des Bereiches U beliebig 
nahe kommt. 

Dies reicht für den Beweis der Richtigkeit der angegebenen Be- 
hauptungen aus. 

Man betrachte die Reihen 

«i = ai,,«*i + öi,««*i + -- + öi„ ««:+•• 

• * * . 



s = b,u + b,u' +■ • + b^u' +' 
Durch ITmkelirung dieser Reihen möge sich ergeben 



• • • • 

... . 

u = 2?^ s + JB^ 5' + . . + JB. ,9* + 



•i 
Hierbei sind die Coefflcienten 

• • • 

• • • 

B B ' ' B 

beziehlich dieselben rationalen Functionen der Grössen 
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«2,1 j öl, t , • • a,,, , • • 

• • • 



£s ergibt sieh nämlich 

In Folge der Gleichung lima^^ = 6, besteht die Gleichung 

(m = cD) 

lim -4.. = JB.. 



Jeder einzelne Coefficient A„, hat demnach für limm = oo den 
Grenzwerth J?, , und dieser Grenzwerth kann durch Umkehrung der 
Reihe s = 6iU + 6,u'+ • • • und Ermittelung des Coefficienten des 
ti-ten Gliedes in der nach Potenzen der Grösse s fortschreitenden, 
hierbei sich ergebenden Reihenentwickelung für die Grösse u gefunden 
werden. 

Für die folgende Untersuchung ist es erforderlich, den Grad der 
Kleinheit des absoluten Betrages der Differenz A^^—B^ zu schätzen. 

Zu diesem Zwecke setze man 

«1,1— *1 = *1» «1,2—^2 = *2» •• ^.,«--^H = ^nJ 

wobei zu bemerken ist, dass die Grössen 

dem absoluten Betrage nach beziehlicli kleiner sind als die Grössen 



9i Qo Qi Qo ^i 



In Folge der Gleichung 

^^^ ^i7*^i*"*(-^i,«""J^«) ^^® ganze Function der Grössen d», *», •• S^j 
Welche, wenn 

*, = 0, *, = 0, .• S^ = 
gesetzt wird, ebenfalls den Werth annimmt. Es ist daher möglich, 
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da jede der beiden Grössen a^^, h^ grösser ist als -7, eine von dem 

Wertlie b nicht abhängende positive Grösse g^ von der Beschaffenheit 
zu bestimmen, dass die Differenz A^^^—B^ für alle Werthe der Grösse 
Sy welche kleiner sind als b^^ dem absoluten Betrage nach kleiner ist 
als g^8\ 

Wenn der Grösse b der Werth -^^ beigelegt wird, so gehen 

die Reihen 

beziehlich in die Reihen 

über, während die Reihen 

5 = s(u) = h^u+b^u^+"y u = u{s) = B,s+5,«'+.- 

und die Grössen g^^ ^„ • • ^,, • • hierbei ungeändert bleiben. 

Hieraus ergibt sich, dass die Differenz J. — B, dem absoluten 

Betrage nach kleiner ist als g^-^—^-. 

Da die Coefficienten -4^^», wie im Abschnitte I bewiesen worden 
ist , nur solche Werthe annehmen können , deren absoluter Betrag 
kleiner ist als q[^ so sind auch die Coefficienten JB, dem absoluten 
Betrage nach nicht grösser als q[] folglich convergirt die Reihe 

für alle Werthe des Argumentes Ä , deren absoluter Betrag kleiner 
als 1 ist. 

Es ist nun zu beweisen , dass , bei Festhaltung der angegebenen 
Beschränkung der Veränderlichkeit der Grösse 5, die G^sammtheit 
aller Werthe der Summe dieser Reihe mit derjenigen Gesammtheit 
von Werthen übereinstimmt , welche durch Punkte des Bereiches V 
geometrisch dargestellt werden. 

Es bezeichne 6 eine positive , nachher noch genauer zu bestim- 
mende Grösse, deren Werth kleiner als 1 ist. 

Unter der Voraussetzung, dass die Veränderlichkeit der complexen 
Grösse s auf diejenigen Werthe beschränkt wird , deren absoluter 
Betrag die Grösse 6 nicht überschreitet, soll nun der Grad der Klein- 
heit des absoluten Betrages der Differenz 
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einer Schätzung untei^worfen werden. 

Zu diesem Zwecke wird die Differenz ujs)—n(s) in zwei Tlieile 
getheilt. 

Die Summe der ersten n Glieder der Reihenentwickelung, durcli 
welche die Differenz m^(s)— «(5) dargestellt wird, bildet den ersten, 
die Summe aller übrigen Grlieder dieser Reihcntwickelung bildet den 
zweiten dieser beiden Theile. 

Der erste Theil ist dem absoluten Betrage nach kleiner als 

Der zweite Theil ist dem absoluten Betrage nach kleiner als 



l-<y' 



Es ist also möglich, nachdem über die Wahl der Grrihsse eine 
geeignete Verfügung getroffen ist, zunäclist dadurch über die Klein- 
heit des absoluten Betrages des zweiten Theiles zu verfügen, dass 
der ganzen Zahl n ein hinreichend grosser Werth beigelegt wird. 

Nachdem dies geschehen ist, ist es m(>glich, über die Kleinheit 
des absoluten Betrages des ersten Theiles dadurch zu verfügen, dass 
der ganzen Zahl m ein hinreichend grosser Werth beigelegt wird. 

Die Wahl der Grösse 6 wird durcli folgende Betrachtungen be- 
stimmt. 

Das Gebiet U ist, wie im Abschnitte II nachgewiesen wurde, 
ein Theil des Gebietes U^] die Begrenzungslinie C des Gebietes U 
liegt ganz innerhalb des Gebietes U^ und hat mit der Begrenzungs- 
linie C^ dieses Gebietes keinen Punkt gemeinsam. 

Wenn die Veränderlichkeit der Grösse u auf diejenigen Werthe 
beschränkt wird, welche durch Punkte der Linie C geometrisch dar- 
gestellt werden, so ist für alle diese Werthe der absolute Betrag 
des Werthes der Function sju) kleiner als 1. 

Unter allen Werthen, welche der absolute Betrag der Function 
^i(tt) bei der angegebenen Beschränkung der Veränderlichkeit des 
Ajgumentes u annehmen kann, gibt es einen gross ten Wei^tli. 
Weser grösste Werth, welcher mit r bezeiclmet werden möge, ist 
^Walls kleiner als 1. 

Die Grosse 6 wird so gewählt, dass der Bedingung 

Schwan, GeMnmelto Abhandlungen. H. \) 
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T <: ö <:, l 
genügt wird. 

AVeim i\(*v (Try)^fii} d di** im VnrlHTgehenden erklärte Bedeutung 

beigelegt wird, so entspii«'lit Im-i der durch die Function u = -z — r- 

vermittelten rrmformcn Ald»ildung des Gebietes L\ auf das Gebiet 
U[ der ganz im Inni»rn des Gi'ljictcs U^ liegenden Begrenzungslinie 
C des Gebietes U eine ganz im Innrrn des Gebietes U[ liegende Li- 
nie C. r)ie PM'trarlitnng dies^'i" Linie und des von derselben begrenz- 
ten Gebietes T' ist für dii» IVdgende Untersuchung von AViehtigkeit. 

Der Quotient 7, besitzt fiir alle Werthe des Arirumentes u, 

\v(d(*he dnr<'h innere l^lnkte des (jebictes U[ geometrisch dargestellt 
wcii'dc^n, d<Mi Oharakter (»iner ganzen Function und erlangt für keinen 
dieser Wertlu» den Werth 0. 

Die V(»ränderliclikeit des Argumentes u werde auf diejenigen 
VVi'rtb(^ beseliränkt, welche durch Punkte des Inneren oder der Be- 
grenzung des Gebietes IJ\ geometrisch dargestellt werden. 

Der gritsste Werth, welch(»n der absolute Betrag des Quotienten 

■*7 uiilrr dieser Voraussetzung annehmen kann, entspricht einem 

;M»lilirn Wertlie des Argumentes u, welcher durch einen Punkt der 
hrp;rriizuiig r| des Gebietes TJ geometrisch dargestellt wird. Da 
Uli dir den J^iiikten der Begrenzungslinie C[ entsprechenden Werthe 
ili . Ar^niiiM'iites n der absolute Betrag (\es Zählers des betrachteten 
i/iK.iii iiliti kleiner als 1. der absolute Betrag des Nenners gleich 1 
i.i . '. i 1 liir alle Werthe des Argumentes f<, welche den Punkten 

lii .• «iiliiih';^ //' (entsprechen, der Quotient — 7/— r dem absoluten Be- 

liii(/< iiii' li Uciiirr als 1. 

I in iillr dirjciiigen Werthe des Argumentes m, welche den Punk- 
i,.M '1' I \titit*- (■' entsprechen, ist daher der absolute Betrag der 

|i ii'.M '.' in) Meiner als die Grösse r, folglich auch kleiner als die 

n,f,. . 1/, 'Imim der /^riisste Wertli des absoluten Betrages der Func- 

ii '•!/ liir dir den IMuikten der Linie C entsprechenden Werthe 

.| . \,,Miii.i I.I. .. // ;<tininit iiberein mit dem gi'össten Werthe des ab- 
..ImIih M'ifMf/' • 'li I l''iinrtinn s'iC'/l für die den Punkten der Linie 
f . 1.1 .j.ii • I.' i.'l' I. VV'illie lies Argumentes u, und dieser grosst^ 

llhi.iM.> 'if/ii.i .1« 1, VVenn dii* Veränderlichkeit des Argamentes 
., .ml >li' I« fiit«! I. VV.,i|,i In .irlin'i'nKt wird, welche den Punkten des 
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Gebietes V entsprechen, so ist der absolute Betrag jeder einzelnen 
der Functionen 

für alle diese Werthe des Argumentes u kleiner als a. 
Bei den durch die Functionen 

««,(5), t*,(5), . • u^{8), . . 

vermittelten conformen Abbildungen der Kreisfläche 8 auf die Gebiete 

entsprechen daher jeder zu der Eieisfläche S concentrischen Kreis- 
linie Kaj deren Radius 6 der Bedingung 



genügt, solche Linien der Ebene (u), welche die Linie C umschliessen 
und beziehlich von den Linien 

umschlossen werden. 

Hieraus folgt, dass diese Linien sämmtlich dem von den Linien 
C und C begrenzten Ringgebiete angehören; alle Punkte derselben 
sind daher von den nächsten Punkten der Linie C nicht weiter ent- 
fernt als -|^^« 

Dadurch, dass der Zahl m ein hinreichend grosser Werth beige- 
legt wurde, war es möglich zu bewirken, dass für alle Werthe des 
Argumentes s, deren absoluter Betrag gleich 6 ist, der absolute Be- 
trag der Dijflterenz u^(s)—u(8) eine bestimmte Grösse von vorge- 
schriebener Kleinheit nicht überschreitet. 

Hieraus ergibt sich, dass nicht allein bei der durch die Function 
u^(s), sondern auch bei der durch die Function u{$) vermittelten 
conformen Abbildung der Kreisfläche S auf einen Theil der Ebene 
(w) die der Kreislinie K„ entsprechende Linie dem von den Linien 
C und C begrenzten Ringgebiete angehört. Da alle Punkte der 
Linie C^ der Linie C unendlich nahe kommen, wenn dem Index m 
unendlich grosse Werthe beigelegt werden, so kommt von diesem Ring- 
gebiete nur derjenige ringförmige Theil in Betracht, dessen vollstän- 
dige Begrenzung von der Linie C und der Linie C gebildet wird. 

Das Ergebniss der vorhergehenden Untersuchung ist also: Bei 
der durch die Function u(s) vermittelten confoimen Abbildung der 

9* 
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Kreisfläche jS auf einen Theil der Ebene (m) entspricht der Kreislinie 
Ka eine Linie, welche die Linie C umschliesst und von der Linie 
C umschlossen wird. 

Lässt man hierauf die Grösse b die Werthe 

l 1 1 

— p c . , r . . 

annehmen, so bleibt die Function u{s) und die durch dieselbe ver- 
mittelte eonforme Abbildung bei dieser Aenderung des Werthes der 
Grösse e unbeeinflusst , während alle Punkte der Linie C der Linie 
C unendlich nahe rücken. 

Hieraus ergibt sich aber, dass das Gebiet aller Werthe der 
Grösse u = w(5), welche fiir die dem absoluten Betrage nach die 
Einheit nicht überschreitenden Werthe der Grösse s durch die Summe 
der gefundenen Reihe u{s) dargestellt werden, das ursprünglich ge- 
gebene Gebiet U ist, dass also durch Vermittelung der Function u (s) 
die Kreisfläche S auf das von der Linie C begrenzte Gebiet U zu- 
sammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird. 

Hiermit ist der Beweis der Richtigkeit der ausgesprochenen Be- 
hauptungen geführt. 

Durch die vorstehende Untersuchung ist der Satz bewiesen : 

Wenn in der Ebene (w), deren Punkte die Werthe einer com- 
plexen Grösse u geometrisch darstellen, ein die Ebene überall nur ein- 
fach bedeckender, einfach zusammenhängender Bereich U gegeben ist, 
dessen Begrenzung von einer überall convexen Linie C gebildet wird, 
so gibt es stets eine analytische Function s{u) des Argumentes ii, 
— eindeutig erklärt mit dem Charakter einer ganzen Function für alle 
diejenigen Werthe des Argumentes u, welche inneren Punkten des 
Gebietes U entsprechen , endlich und stetig für alle Werthe des Ar- 
gumentes «, welche Punkten der Begrenzungslinie C desselben ent- 
sprechen, — durch deren Vermittelung der Bereich TJ zusammenhängend 
und in den kleinsten Theilen ähnlich auf die Fläche 8 eines Kreises 
abgebildet wird. 



Heber einen Grenzübergang durch alternirendes 

Verfahren. 



Yierte^Ahratelirift der Natorforschenden OMellschaft in Zflricli, 15ter Jahrgang, Seite 272—286. 
Aiusng ana einem am 30. Mai 1870 in der Natorfonchenden Oeeellachaft gehaltenen Vortrage. 

Die unter dem Namen Dir iclile tsclies Princip bekannte Schluss- 
weise, welche in gewissem Sinne als das Fundament des von Rie- 
mann entwickelten Zweiges der Theorie der analytischen Functio- 
nen angesehen werden muss, unterliegt, wie jetzt wohl allgemein zu- 
gestanden wird, hinsichtlich der Strenge sehr begründeten Einwen- 
dungen,, deren vollständige Entfernung meines Wissens den Anstren- 
gungen der Mathematiker bisher nicht gelungen ist. 

Durch Fortsetzung einiger Untersuchungen, welche gewisse Arten 
von Abbildungsaufgaben betreffen , und von denen ein Theil *) im 
70. Bande von Borchardt's Journal und in dem das Programm der 
eidgenössischen polytechnischen Schule für das Wintersemester 1869 
—70 begleitenden Aufsatze : „Zur Theorie der Abbildung^ **) veröf- 
fentlicht ist, bin ich auf ein Beweisverfahren geführt worden, durch 
welches, wie ich mich überzeugt zu haben glaube, alle Sätze, deren 
Beweis Riemann in seinen veröffentlichten Abhandlungen mittelst 
des Di ric hie t sehen Princips zu führen gesucht hat, mit Strenge 
l^wiesen werden können. 

Die nachfolgende Mittheilung ist im Wesentlichen ein Auszug 
aus einer die Integration der partiellen Differentialgleichung z/m = 
betreffenden Abhandlung, welche ich im November vorigen Jahres 
Herrn Kronecker und einigen andern Mathematikern mitgetheilt 
tabe. 



*) Siehe S. 66 dieses Bandes. 
*^) Siehe S. 108 dieses Bandes. 
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Es handelt sich wesentlich nui» darum, den Nachweis der Exi- 
stenz einer Function u zu führen, welche für einen gewissen gegebe- 
nen Bereich T der unabhängigen reellen Variablen a;Jund y der par- 

tiellen DifiFerentialgleichung ^u = ■ä^ + -ä-T ^ und ausserdem 
gewissen vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen ge- 
nügt. 

Der Kürze wegen beschränke ich mich hier auf den Fall, in 
welchem die Nebenbedingungen nur Grrenzbedingungen sind, in wel- 
chem also gefordert wird, es solle die Function u stets endlich sein 
und längs der Begrenzung des Bereiches T vorgeschriebene endliche 
Werthe haben, welche einer oder mehreren stetigen Folgen angehö- 
ren. Auf diesen Fall kann nämlich durch das in der Folge mitzu- 
theilende Verfahren der allgemeine Fall zurückgeführt werden. 

Für die Anwendbarkeit des gedachten Beweisverfahrens ist es 
keineswegs erforderlich, die Voraussetzung zu machen, dass die Be- 
grenzungslinie von T nur eine endliche Anzahl von Ecken und im 
Allgemeinen in jedem Punkte einen endlichen bestimmten Krümmungs- 
radius besitze, eine Voraussetzung, welche die Herren Weber und 
Carl Neumann bei ihren auf dasselbe Ziel gerichteten Untersuchun- 
gen gemacht haben. (S. Borchardt's Journal, Band 71, Seite 29, 
und Berichte der mathematisch-physischen Classe der Königlich Säch- 
sischen Gesellschaft der Wissenschaften, Sitzung vom 21. April 1870.) 
Es wird nicht einmal die Stetigkeit in der Aenderung der Richtung 
der Tangente der Begrenzungslinie erfordert ; es genügt \äelmehr zu 
wissen, dass die Begrenzungslinie sich in eine endliche Zahl von 
Stücken theilen lasse , so dass im Innern jedes dieser Stücke die 
Aenderung der Richtung der Tangente stets in demselben Sinne ge- 
schehe, wenn dieselbe aucli unendlich oft sprungweise erfolgt, so dass 
also die Bcgrenzungslinie unendlich viele Ecken besitzen kann. 

Auch Spitzen der Begrenzungslinie sind nicht ausgeschlossen. 
Für solche Spitzen, welche durch die Berühining zweier analyti- 
schen Linien entstehen, die in der Umgebung des Berührungspunk- 
tes den Charakter algebraischer Curven haben, habe ich die Unter- 
suchung durchgeführt; um jedoch hier unnöthige Weitläufigkeiten zu 
vermeiden, ist im Folgenden auf das Auftreten von Spitzen keine 
Rücksicht genommen. 

Das Gelingen des Beweises, dessen Grundgedanke hier mitge- 
theilt wird, beruht in letzter Instanz auf folgendem Hülfssatze : 
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Die Begrenzangslinie eines Bereiches Tj für welchen es möglich 
igt, die partielle Differentialgleichung z/m = beliebigen Grenzbe- 
dingungen gemäss zu integriren, werde in eine endliche Anzahl von 
Strecken (Theilen) getheilt. Diese mögen zu zwei Gruppen ange- 
ordnet werden, so dass in jeder Gruppe mindestens eine Strecke ent- 
lialten ist. Den einzelnen Strecken lege man, jenachdem sie der er- 
sten oder zweiten Gruppe angehören , ungrade oder grade Ordnungs- 
zahlen bei und bezeichne die Punkte, welche die Strecken mit grader 
Ordnungszahl von denen mit ungrader Ordnungszahl trennen, mit P. 
Im Innern von T denke man sich eine endliche Anzahl analytischer 
Linien L gegeben, welche mit den Strecken ungrader Ordnungszahl 
entweder keinen Punkt oder nur Endpunkte P derselben gemein ha- 
ben, ohne sie jedoch in diesen Punkten zu berühren. 

Hierauf denke man sich ilir den Bereich T eine Function w be- 
stimmt, welche der partiellen DiflPerentialgleichung ^u = genügt 
und in allen Punkten der Begrenzung von T den Werth oder 1 
hat, je nachdem die Ordnungszahl der Strecke, in deren Innerem der 
betreffende Punkt liegt, grade oder ungrade ist. Dann ist die obere 
Grenze, beziehungsweise das Maximum aller Werthe, welche die 
Function u längs der Linien L annimmt, eine positive Zahl q, welche 
kleiner als 1 ist. 

Wird nun für denselben Bereich T bei derselben Eintheilung der 
Begrenzung in Strecken mit grader und ungrader Ordnungszahl und 
för dieselben Linien L eine Function Mj bestimmt , welche der Diffe- 
rentialgleichung z/m, = genügt, auf der Begrenzung von 1' längs 
der Strecken mit grader Ordnungszahl den Werth Null hat , und de- 
ren längs der Strecken mit ungrader Ordnungszahl beliebig vorge- 
schriebener Werth dem absoluten Betrage nacli die Grösse g nicht 
fiberschreitet, so überschreitet der absolute Betrag der Werthe, welche 
die Function Uj in den Punkten der Linien L annehmen kann , nii* 
gends den Werth gq, wo g die im Vorhergehenden angegebene Be- 
deutung hat, also kleiner als 1 ist. — 

Für die Fläche eines Ki^eises und iür alle einfach zusammen- 
hangenden Flächen, deren conforme Abbildung auf die Fläche eines 
Kreises bekannt ist, bietet die Integration der partiellen Differential- 
gleichung z/w «> unter vorgeschriebenen Grenzbedingungen keine 
Schwierigkeit dar. Hinsichtlich dieser Aufgabe möge es gestattet 
sein, auf einen in dieser Zeitschrift (S. 113 — 128 des laufenden 
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JalirgaDgcs)*) mitgetLeilteu Aufsatz Bezug zu nehmeD; in dem- 
selben siiid zwar Stetigbeitsunterbrechungen in der für die Function 
K längs der Begrenzung vorgescliriebenen Werthereihe der Kürze 
wegen ausdrticklicli ansgesclilossen worden ; indessen gelten die dort 
entwickelten Scliliissc mutatis »uitandis aucli dann noch, wenn in eäier 
endlichen Anzahl von Rand-Punkten die Reihe der vorgeschriebOBen 
Raiidwertlie eine Unterbrechung der Stetigkeit erfilhrt. 

Nachdem gezeigt ist, dass für eine Anzahl von einfacheren Be- 
reichen die Differentialgleichung zf« = beliebigen Grrcnzbedingnn- 
gen gemiiris integrirt werden kann, handelt es sich darum, den Nach- 
weis zu fiihren , dass ancli für einen weniger einfachen Bereich , der 
aus jenen auf gewisse Weise zusammengesetzt ist, die Integration 
der Differentialgleichung bclieliigen Grenzbedingungen gemäss mög- 
lich ist. Zum Beweise dieses Satzes kann ein Grenzübergang die- 
nen, welcher mit dem bekannten, zur Herstellung eines luftverdünn- 
ten Raumes mittelst einer z weis tiefet igen Luftpumpe dienenden 
Verfaliren grosse Analogie hat. Die Periode der Operation besteht 
nämlich in dem einen wie in dem andern Falle aus zwei, altemirend 
zur Wirkung gelangenden Einzeloperationen , welche zwar denselben 
/weck hiihcn, aber in Hinsicht auf die Art und Weise der Wirkung 
ni(tht identisch, sondern in gewissem Sinne symmetrisch sind. 

Kill solcher (xrenzübergang möge Grenzübergang durch 
II I tc rnircndes Verfahren genannt werden. 

Ks seien zwei Bereiihe T, und T, gegeben, welche einen oder 
mehrere Itoreicho T* geniciiisain haben, und deren Begrcnznngslinien 



i.'.li iiii hl. herühi-en. fin der sclu-niutisclicn Figur lO ist 2\ die Fläche 
!ine.s Kirine«, T, dU- Flüelie eines (iniidrats.) 

hie IJisiininilhi'it aller Tlieile lier Begrenzung von T,, welche 
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aosserlialb T, liegen, werde mit i^» <Ue Gesammtheit aller übrigen, 
umerhalb T, liegenden Theile werde mit £, bezeichnet. 

Ebenso zerfallt die Begrenzung von T, in die Gesammtheiten 
Lj und i,. wenn nämlich mit L, die Gesammtheit aller Stücke, welche 
innerhalb des Gebietes T, liegen, mit L^ die Gesammtheit aller Stücke, 
die ausserhalb T^ liegen, bezeichnet wird. 

Es wird vorausgesetzt, es sei sowohl für den Bereich T^ als 
auck für den Bereich T, möglich , die partielle Differentialgleichung 
Jtt = beliebigen Grenzbedingungen gemäss zu integriren ; es 
handelt sich darum, zu zeigen, dass dies auch für den Bereich 
Tj + r,-T* = T möglich ist, welcher die Bereiche T, und T, als 
Theüe enthält, bei welchem aber das den Gebieten T, und 1\ ge- 
meinsame Gebiet T* nur einfach zu zählen ist. 

Sowohl für das Gebiet Tj und die Linie //, , als auch für das 
Gebiet T, und die Linie L, sind die Bedingungen des vorher erwähn- 
ten Hülfssatzes erfüllt; im ersten Falle möge die Linie Ly, im 
zweiten die Linie L^ an die Stelle der Gruppe der Strecken mit 
grader Ordnungszalü treten. Es ist daher möglich, zwei Zahlen q^ 
und j, zu bestimmen, welche die Rolle der Zahl q in dem Hülfssatze 
vertreten, und welche beide kleiner sind als 1. 

Dem Kecipienten der Luftpumpe entspricht in Beibehaltung der 
obigen Analogie das Gebiet T*, dem Innern der beiden Pumpency- 
linder entsprechen die Gebiete 1\ — T*, T^^T*^ den Ventilen die 
Linien L^ und Z,. 

Es seien für die Bcgi'enzung von T, also längs L„ und L^j die 
Werthe für die Function u willkürlich vorgeschrieben; g sei die obere, 
i sei die untere Grenze dieser Wcrthe; die Differenz g—k werde 
niit G bezeichnet. 

Nun nehme man längs L^ eine Werthoreihe willkürlich an, z. B. 
in allen Punkten von L^ den Weii:h /.', und bestimme für das Gebiet 
T^ eine Function w, , welche längs L^ die vorgeschriebenen Weii:he, 
längs L, den Werth k hat und im Inneren von T, der DifTerential- 
gleichung /^u^ = genügt. Nach der über das Gebiet T^ gemach- 
ten Voraussetzung gibt es eine solche Function. (Erster Zug des 
ersten Kolbens.) 

Die Werthe, welche die Function ?(, längs J.^ hat, denke man 
sich festgehalten und für das Gebiet 1\ eine Function u^ bestimmt, 
welche längs Z, die vorgeschriebenen Werthe hat, längs L^ mit der 
vorher bestimmten Function w, übereinstimmt, und lür welche Jn^ = 
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ist. Nach der über das Gebiet T, gemaeliten Voraussctzang gibt es 
eipe solche Function. (Erster Zug des zweiten Kolbens.) 

Der Werth von w,— «j oder von w,— l längs i, ist kleiner als 
g-h = G. 

Man bestimme nun für das Gebiet T, eine Function t«,, welche 
längs Lq die vorgeschriebenen Werthe hat, längs L, mit t«, überein- 
stimmt und für welche ^1/3 = ist. (Zweiter -Zug des ersten Kol- 
bens.) 

Die Differenz «3—11^ ist im Inneren von T, in keinem Punkte 
negativ ; dem absoluten Betrage nach ist die Differenz m,— u^ kleiner 
als 6r, längs L^ aber nach dem erwähnten Hülfssatze kleiner als 
(r^i, weil Wg""'*! längs L^ den Werth hat und längs i, kleiner als 
G ist. 

Die Werthe der Function u^ längs Zj denke man sich festgehal- 
ten und für das Gebiet T, eine Function w^ bestimmt, welche längs 
L, mit Mj übereinstimmt, längs L, die vorgeschriebenen Werthe hat 
und für welche ^n^ = ist. (Zweiter Zug des zweiten Kolbens.) 

Die Differenz u^—u^ hat längs L, den Werth und ist längs 
L, , wo dieselbe mit y^—u^ übereinstimmt, positiv und kleiner als 
GQi'j daher ist w^— «^ im Innern von T, nirgends negativ und bestän- 
dig kleiner als Gq^. längs i, aber kleiner als Gq^q^. 

Durch Fortsetzung dieses altemirenden Verfahrens gelangt man 
zu einer Reihe von unendlich vielen Functionen mit ungradem und 
mit gradem Index. Die einen sind für das Gebiet T^ , die andern 
für das (Trebiet T, so erklärt, dass sie beziehlich längs L^ und i, die 
vorgeschriebenen Werthe haben und im Inneren der Gebiete, für welche 
sie erklärt sind, der partiellen Differentialgleichung /Ju = genügen. 

Für das Gebiet T* sind sowohl die Functionen mit ungradem als 
die mit gradem Index erklärt, und zwar stimmen dieselben abwech- 
selnd längs L^ und längs L, mit einander überein. Längs i^ ist 
nämlich m,,_, = t«,^ und längs L, w,,^i = m,,. 

Es ist nun nicht schwer, nachzuweisen, dass die Functionen mit 
ungradem und diejenigen mit gradem Index sich mit wachsendem In- 
dex bestimmten Grenzfunctionen u' und u" unbegrenzt nähern, welche 
durch die Gleichungen 

w' = tf, + (ff,- H, ) + («,-1(3) + • • • + (M,.^,— M„_,) + • • • in inf. 
u" = M, + (?/.,- u,) + (m«-mJ + • • • + ('W,-w,J + • • • in inf. 

erklärt sind. Die auf der rechten Seite stehenden Reihen convergi- 
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ren unbedingt und für alle in Betracht kommenden Werthepaare x, y 
in gleichem Gh*ade ; es ist nämlich 

(Wt^i-w,^i) < G^(^,3,)""* und 

Sowohl längs i^, als längs L^ ist u' ^= u". Im Inneren von T, 
i8tz/M'= 0, im Inneren von T, ist -^w" ^ 0, daher ist für jeden Punkt 
von T* m' = m", weil längs der ganzen Begrenzung von T* beide 
Functionen mit einander übereinstimmen. 

Es sind daher die beiden Functionen u' und u" Werthe dersel- 
ben Function u, welche für das ganze Gebiet T = Tj + T,— T* er- 
klärt ist, für das Innere desselben der partiellen Differentialgleichung 
//tt =5 genügt und längs der Begrenzung L^ + L, die vorgeschrie- 
benen Werthe annimmt. 

Hiermit ist der Beweis für die Richtigkeit 'der oben ausgeepro- 
chenen Behauptung angedeutet : Unter den angegebenen Voraussetzun- 
gen ist es auch für den Bereich T möglich, die partielle Differential- 
gleichung ^M =s willkürlich vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
gemäss zu integriren. — 

Durch wiederholte Anwendung und geeignete Modification des 
erwähnten Grenzüberganges durch altemirendes Verfahren kann die 
Existenz einer Function u für ein gegebenes Gebiet auch dann, wenn 
ausser den Grenzbedingungen noch Unstetigkeitsbedingungen, oder 
wie bei den Ab eischen Integralen Unstetigkeitsbedingungen allein 
vorgeschrieben sind, in den Fällen dargethan werden, für welche 
ßiemann in seinen Abhandlungen die Existenz behauptet und mit- 
telst des Dirichlet sehen Princips zu beweisen gesucht hat. 

Das erläuterte Beweisverfahren erstreckt sich nicht bloss auf 
den Fall, in welchem die das Gebiet T geometrisch darstellende, ein- 
fach oder mehrfach zusammenhängende Rie mann sehe Fläche in 
ihrer ganzen Ausdehnung in derselben Ebene oder auf derselben Ku- 
gelfläche enthalten ist, sondern gilt im Wesentlichen unverändert auch 
für den Fall, in welchem diese Fläche auf einer aus mehreren ebenen 
oder sphärischen Flächen zusammengesetzten Polyederoberfläche 
ausgebreitet ist. 

Mit Hülfe dieser Erweiterung kann unter Anderem auch der 
Beweis geführt werden, dass ein einfach zusammenhängender, auf 
einer solchen Polyederoberfläche ausgebreiteter Bereich conform ab- 
gebildet werden kann auf die Fläche eines Kreises, wenn dieser 
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Bereich eine in sieh ziu'üekkehi'ende Begrenzungslinie besitzt, und 
auf die Fläche einer Kugel, wenn derselbe ein einfach zusammen- 
hängender und geschlossener Bereich ist. 

Hiermit ist auch die Frage nach der Möglichkeit der Constanten- 
bestimmung, auf welche die conforme Abbildung der einfach zusam- 
menhängenden Oberfläche eines von ebenen Flächen begrenzten Polye- 
ders auf eine Kugel zurückgeführt werden kann (s. Borchardt's Jour- 
nal, Bd. 70, S.119),*) beantwortet. 

Ein specieller Fall der soeben erwähnten Abbildungsaufgabe tritt 
ein, wenn es sich darum handelt, die einfach zusammenhängende 
Fläche eines von geradlinigen Strecken begrenzten ebenen Polygons 
auf die Fläche eines Kreises conform abzubilden, mag die Fläche des 
Polygons ganz im Endlichen liegen, oder den unendlich fernen Punkt 
der Ebene ein- oder mehrmals in ihrem Inneren enthalten ; auch AViu- 
dungtpunkte im Inneren derselben sind nicht ausgeschlossen. Bei die- 
ser Aufgabe liegt ebenfalls die einzige Schwierigkeit in dem Nach- 
weise der Möglichkeit, eine gewisse Anzahl zum Theil reeller, zum 
Theil conjugirtcr complexer Constanten , von denen die, die conforme 
Abbildung vermittelnde Function abhängig gemacht wird, so zu be- 
stimmen, dass allen Bedingungen der Aufgabe genügt wird. 

Diese Schwierigkeit kann durch Anwendung eines von Herrn 
Weierstrass entwickelten Verfahrens überwimden werden. Die 
Anwendung des obigens (xrenz Verfahrens bietet ein neues Mittel zur 
Ueberwindung derselben dar. 

Aehnliehes gilt von dem Nachweise der Möglichkeit derjenigen 
Constantenbestimmung , auf welche die Aufgabe der conformen Ab- 
bildung einer von Kr eisbogen st recken begrenzten, einfach zu- 
sammenhängenden Figur auf die Fläche eines Kreises zurückgeführt 
wird. (a. a. 0. S. 117.) **) 

Auch in diesem Falle kann die Fläche in ihrem Inneren Win- 
dungspunkte oder den unendlich fernen Punkt enthalten. 

Nachtrag. Vor Kurzem sind drei Abhandlungen des Herrn 
Christoffel mir bekannt geworden (Annali di Matematica diretti 
da Brioschi e Cremona, tomo IV ^, pag. 1—9; Nachrichten von der 
Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Jahrgang 

*) Siehe ö. 82 dieses Baudos. 
**) Siebe S. 71) dieses Baudcs. 
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1870, S. 283-298 und 359-369), deren zu der obigen Mittheilung in 
Beziehung stehender Inhalt zu einigen Bemerkungen Anlass gibt. 

Auf pag. 1 des vierten Bandes der A n n a 1 i liest man : ^ . . . la 
determinazione delle temperature stazionarie sopra una superficie ret- 
tangolare F noh oflFre alcuna difficolta, il problema assoeiato delle 
temperature stazionarie sulla superficie complementare F' e riraasto 
eompletamente inaccessibile ai metodi adoperati finqui . , .^ 

und auf S. 284 der erwähnten Nachrichten: „... (man) ge- 
langt dann zu einer merkwürdigen Gattung von Problemen, welche 
so auffallende Schwierigkeiten darbietet, dass die Lösung einer Auf- 
gabe dieser Art ungeachtet aller Anstrengungen bisher nur in dem 
einzigen, durchaus elementaren Falle gelungen war, wo die Begren- 
zung von ^^ ( — die nach allen Richtungen in's Unendliche reichende 
Fläche, welche von einer Ebene übrig bleibt, wenn aus dieser ein 
einfach zusammenhängendes , endliches Stück $ß herausgeschnitten 
wird — ) ein Kreis ist. Namentlich sind, was im Folgenden seine 
Erklärung finden wird, alle Versuche gescheitert, irgend einen der 
besondem, vorzugsweise interessanten Fälle zu behandeln, wo ^ß^ von 
einer geradlinigten Figur begrenzt ist.*^ 

Dieser Behauptung gegenüber erscheint es angemessen, auf einige 
einfache Beispiele aufmerksam zu machen, welche vielleicht auch an 
und für sich denen, welchen sie neu sind, einiges Interesse darbieten. 

1. Es sei in der Ebene, deren Punkte die Werthe der comple- 
xen Grösse £ geometrisch darstellen, eine Parabel gegeben, deren 
Brennpunkt der Punkt js = Oj deren Scheitel der Punkt £r = + 1 
ist. Durch Vermittelung der Function Z = ^g^{T^\l^) wird das 
Iimere und durch Vermittelung der Function Z^ = ^ — 1 wird das 

Aeussere der Parabelfläche zusammenhängend und in den kleinsten 
Theilen ähnlich auf die Fläche je eines Kreises abgebildet, womit 
bekanntlich die betreffende Wärme-Aufgabe iuv das Aeussere und für 
^ Innere der Parabel als gelöst zu betrachten ist. 

2. Es sei die Gleichung einer Ellipse ^ + |i = 1 gegeben; 
^"^V s= 1. Durch Vermittelung der Function Z = sin am (^ arc sin e)^ 

9 *=5 {~^y , wird das Innere und durch Vermittelung der Function 

* = '"^^^ wird das Aeussere der Ellipse auf die Fläche eines 

Kreises conform abgebildet, womit die betreffende Wänue-Aufgabe 
auch für diesen Fall als gelöst zu betrachten ist. 
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3. Es sei ein Quadrat gegeben, dessen Ecken die vier Punkte 
;8r = +l, +f, —1, — i bilden. Durch Vermittelung der Function 
Z = sin am Kz^ k = i wird das Innere des Quadrates auf die Fläche 
eines Kreises conform abgebildet und diu'ch Vermittelung der Func- 
tion 

1 r^K/l—Z* /** 

z = -^J ^—^äZ,, ^ = J Sf^^dq) 

wird umgekehrt die Fläche des mit dem Radius 1 in der Ebene der 
complexen Grösse Z^ um den Nullpunkt beschriebenen Kreises auf das 
Aeussere jenes Quadrates conform abgebildet, wenn die complexe 
Integrationsvariable Z^ auf jene Kreisfläche beschränkt wird und 
die Integrationsconstante aus der Bedingung bestimmt wird, dass 
lim (jß^— ^) fiir Z^ = auch gleich sei. Durch die angegebenen 
Abbildungen darf aber die Wärme-Aufgabe für das Innere und für 
das Aeussere des Quadrates als gelöst angesehen werden. (Vergl. 
Borchardt's Joum. Bd. 70, S. 115.)*) 

4. Es sei ein Kreisbogendreieck gegeben. Die conforme 
Abbildung der Fläche eines Kreises auf das Innere und auf das 
Aeussere eines Kreisbogendreiecks ist mittelst hypergeometrischer 
Reihen ohne Schwierigkeit ausführbar. (Am angef. Orte S. 117.) **) 

Die Zahl dieser Beispiele könnte noch vermehrt werden. — 

Es darf nicht unerwähnt gelassen werden, dass auch gegen den 
übrigen Inhalt der genannten Abhandlungen, wie mir scheint, erheb- 
liche Einwendungen geltend zu machen sind. 

An einen vollständigen Beweis würde zweifellos die Forderung 
zu stellen sein, dass auch bewiesen werde, es sei in der That mög- 
lich, sämmtliche Constanten, auf deren Bestinmiung es ankonmit, so 
zu bestimmen, dass allen Bedingungen der Aufgabe genfigt wird. 

Es ist femer wohl zu beachten, dass in den beiden erwähnten 
Abhandlungen in den Gröttinger Nachrichten die Untersuchung aus- 
drücklich auf den Fall beschränkt wird, in welchem die Begrenzungs- 
linie des abzubildenden Bereiches durch eine „unzerfallbare Glei- 
chung^ gegeben ist. Hierdurch werden also von vornherein sowohl 
die Fälle ausgeschlossen, in denen die Begrenzungslinie aus mehreren 
Stücken verschiedener analytischer Linien besteht, als auch der Fall, 



'*') Siehe S. 77 dieses Bandes. 
'*''*') Siehe S. 80 dieses Bandes. 
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in welchem diese Linie an keiner Stelle den Charakter einer alge- 
braischen Cnrve besitzt. 

Endlich darf nicht übersehen werden, dass in einer grossen An- 
zahl von Fällen r zn welchen anch der einlache Fall der oonformen 
AbbQdung des Inneren einer Ellipse anf das Innere eines Kreises ge- 
hört, die in den genannten Abhandlangen aufgestellten Schlossformeln 
mit einer nngehobenen Schwierigkeit noch behaftet bleiben; ein Um- 
stand, welcher es als fraglich erscheinen lässt, ob diese Formeln als 
ein Beweis for die Möglichkeit der Losung der gestellten allgemeinen 
Aufgabe angesehen werden dürfen. 

Zürich, im August 1870. 



lieber die Integration 
der partiellen Differentialgleichung 






unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetig- 

keitsbedingungen. 



Im October 1870 von Herrn Weiorstrass der Königlichen Akademie der Wissenscliaften 
zu Berlin mitgetheilt. — Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wiasenachaften zn Berlin, 
Jahrgang 1870, Seite 767—795. 

Im August 1860 hat Herr Weierstrass der Königliclieii Aka- 
cleinic von einer Arbeit fdes Verfassers) Mittheihing gemacht, welche 
die conforme Abbildung eines einfach zusammenhängenden Bereiches 
T auf die Fläche S eines Kreises, beziehungsweise auf die Fläche 
E einer Halbebene für den Fall betrifft, dass die Begrenzungslinie 
des Bereiches T von geradlinigen Strecken oder von Kreisbogen ge- 
bildet wird. Für den allgemeinen Fall wurde die Lösung der ange- 
gebenen Abbildungsaufgabe unter der Voraussetzung, dass es über- 
haupt eine Lösung derselben gebe, auf die Integration einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung und die Bestimmung einer endlichen An- 
zahl von Constanten zurückgeführt. 

Diese Zurückführung beruht im Wesentlichen auf folgenden Be- 
trachtungen. 

Es sei s = x + yi eine complexe Variable, in einer Ebene geo- 
nictris<'li dargestellt durch einen Punkt mit den rechtwinkligen Coor- 
diiHitcn .r, y. Die auf der positiven Seite der a:-Axe liegende Halb- 
eben«» sei der Bereich E, Der von geradlinigen Strecken oder von 
Ivreirtliogen begrenzte Bereich T sei der geometrische Ort eines Punk- 
trri, i\\\vvl\ welchen eine zweite complexe Variable 5 = l + i^i geome- 
tririi;li dargestellt wird. 

Kh wird v()rausg(»setzt, dass für alle im Inneren von E liegenden 
NVcrtht» d<^ri Argumentes ß die Variable g als eine eindeutige analy- 
iL^^'lu» b\incti()n «Ich Argumentes ß mit dem Charakter einer ganzen 
«idri ^obi'iMhcnen rationalen Function so erklärt ist, dass vermöge 
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der Beziebmig 5 = f{e) <ler Bereicli E auf den Bereich T zusam- 
menhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird. 
Nun bilde man die Functionen 



&>»^|-»(i'«.f)*-^w- 



dz 

Hierbei sind für die Function E(z) als* singulare Worthe von js: ausser 
dem Werthe z = oo alle diejenigen Wcrthc im Inneren und auf der 
Begrenzung von E anzusehen, welche den der Fläche T angehörenden 
Ecken, Windungspunkten und unendlich fernen Punkten entsprechen. 
Für die Function F{£) hingegen gehören die vorkommendenfalls 
den unendlich fernen Punkten von T entsprechenden Werthe von z 
nicht zu den singulären Werthen des Argumentes, wenn jene Punkte 
nicht zugleich Windungspunkte oder Ecken von T sind. 

Die Function F{z) hat für alle reellen Werthe von z ebenfalls 
reelle Werthe. Es ist daher möglich, das Gebiet des Argumentes Zj 
welches zufolge der ursprünglichen Erklärung der Function F{z) zu- 
nächst auf die Halbebene E beschränkt ist , dadurcjj auf die ganze 
Ebene auszudehnen, dass conjugirten Werthen des Argumentes z con- 
jugirte Werthe von F{z) zugeordnet werden. Hierbei ergibt sicli, 
dass die, durch die erweiterte Definition für alle Werthe der unbe- 
schränkt veränderlichen complexen Grösse z definirte analytische 
Function F{z) in der Umgebung aller singulären Wei'the den Cha- 
rakter einer rationalen Function besitzt und daher — nacrh einem 
Fundamentalsatze der Theorie der analytischen Functionen - selbst 
eine rationale Function von z ist. 

Wenn die Begrenzungslinie von T nur aus geraden Strecken 
besteht , so ergibt sich durch analoge Betrachtungen , dass schon ilie 
Function E{z) eine rationale Function ihres Argumentes ist. 

Es darf hierbei nicht übersehen werden, dass diese Beweisführung 
wesentlieli axif der von vorn herein gemachten Voraussetzung beruht, 
dass es eine Function g = f{z) gebe , durch welche die f^eforderte 
Abbildung vermittelt wird , — dass es demnach nicht erlaubt ist, 
hieraus umgekehrt auf die Möglichkeit der Lösung der angegebenen 
Abbildungsaufgabe zu schliessen, bevor nicht der Nachweis geführt 
ist, dass es möglich ist, für jede einfach zusammenhängende, von ge- 
raden Strecken oder Kreisbogen begrenzte Fläche T die in die 

Sckwars, (jiawiilte Abk«i(lliiig«ii. H. 10 
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rationalen Functionen i?(^), beziehungsweise F(js) eingehenden Constan- 
ten so zu bestimmen, dass allen Bedingungen der Aufgabe Genüge geschieht. 

Während es leicht ist, speciellc Fälle anzugeben, für welche die 
Bestimmung der Constanten ohne Weiteres gelingt, liegt bei der be- 
trachteten allgemeinen Aufgabe die einzige sich darbietende Schwie- 
rigkeit von Belang in dem zu leistenden Beweis für die Möglichkeit 
dieser Constantenbestimmung. 

Der Königlichen Akademie habe ich die Ehre, im nachfolgenden 
Auszuge von einem Verfahren Mittheilung zu machen, durch dessen 
Anwendung es , wie ich mich überzeugt zu haben glaube , gelingt, 
nicht nur die Frage nach der Möglichkeit der Constantenbestimmung 
bei der erwähnten Aufgabe allgemein zu beantworten, sondern über- 
haupt die von Riemann in seiner Inauguraldissertation und in seiner 
Abhandlung , Theorie der Ab eischen Functionen^ ausgesprochenen 
allgemeinen Lehrsätze über die Integration der partiellen Differential- 
gleichung ^u = \r"« +-jrT = unter vorgeschriebenen Grenz- und 

Unstetigkeitsbedingungen streng zu beweisen. 

1. Bezeichnet f{q)) eine nach dem Intervalle 2« periodisch sich 
wiederholende, endliche, stetige und eindeutige reelle Function des 
reellen Argumentes 9), so stellen die Gleichungen 

"(-'^) = ^pW l-2.cot7J'-y) + r' ^^' (0<r<l). 

u{i,v) = nv), (»- = 1) 

eine fdr alle Punkte g =1 x + yi ^=s re^* einer mit dem Radius 1 um 
den Punkt z =: beschriebenen Kreisfläche S (O^r^l) ein- 
deutig definirte, endliche und stetige Function u dar, welche für das 
Innere von S (0<r<:l) der partiellen Differentialgleichung 

^^= 0^+0^- = ^ 

genügt. Die durch die obigen Gleichungen mit der Beschränkung 
< r ^ 1 dargestellte Function ist zugleich die einzige , welche für 
alle Punkte von S endlich , stetig und eindeutig ist , welche fiir das 
Innere von S der partiellen Differentialgleichung ^m = in der Art 

genügt, dass die partiellen Ableitungen von u -^, -r— , -^-j, -^-j- in 

demselben Umfange existiren, endliche, stetige und eindeutige Func- 
tionen von X und y sind, und welolie überdies auf dem Rande von S 
mit f{g)) übereinstimmt. 
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Einen Beweis dieser Sätze, welcher nach der von Kiemann im 
Artikel 10 seiner Dissertation nütgetheilten Methode geführt ist, habe 
ich im IBten Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden 
Gesellschaft in Zürich, S. 113—128 veröffentlicht.*) 

2. Die eben definirte Function u ist für alle Werthe von r, 
welche kleiner als 1 sind, in eine nach Producten aus den Potenzen 
von r und den Sinus und Cosinus der gleichnamigen Vielfachen von 
q) fortschreitende Reihe entwickelbar, und es finden auf diese Function 
diejenigen Betrachtungen Anwendung, welche überhaupt die analyti- 
sche Fortsetzung von Functionen betreffen , welche partiellen Diffe- 
rentialgleichungen genügen. Insbesondere gilt der Satz: Wenn zwei 
Functionen w^ und w,, welche für zwei Bereiche T, und T, , die ein 
einfach zusammenhängendes Gebiet T* von zwei Dimensionen gemein- 
sam haben, als endliche, eindeutige und stetige Functionen erklärt sind 
und in dem erklärten Sinne der partiellen Differentialgleichung ^u = 
genügen, in einem noch so kleinen Theile dieses gemeinsamen Gebietes 
mit einander übereinstimmen, so stimmen sie für alle Punkte desselben 
mit einander überein, lassen sich unter Aufrechterhaltung der ange- 
gebenen Eigenschaften beide simultan gleich weit analytisch fortsetzen 
und stimmen längs jeder solchen Fortsetzung mit einander überein. 

3. Wenn eine Function u für einen Bereich T einschliesslich 
der Begrenzung desselben endlich , stetig und eindeutig ist und im 
Inneren desselben der partiellen Differentialgleichung /in = im an- 
gegebenen Sinne genügt , so hat dieselbe entweder in einem Theile 
des Gebietes einen constanten Werth und dann ist dieselbe überhaupt 
eine Constante , oder dieses ist nicht der Fall. Im letzteren Falle 
möge der grosste Werth von u mit g , der kleinste Werth mit k 
bezeichnet werden. Einen Beweis des Satzes, dass eine stetige Func- 
tion einer oder mehrerer Veränderlichen, welche nicht eine Constante 
ist, einen grössten Werth mindestens für einen Punkt im Inneren oder 
auf der Begrenzung des Bereiches der Variablen, für welchen jene Func- 
tion erklärt ist, wirklich erreicht, falls die Function einschliesslich 
der Begrenzung des Bereiches stetig ist, hat Herr Weierstrass in 
seinen Vorlesungen gegeben, auf den Bezug zu nehmen ich mir erlaube. 
Im vorliegenden Falle müssen die Punkte , in denen die Function u 
ihre extremen Werthe erreicht, auf der Begrenzung liegen, (Vergl. 
Biemann's Inauguraldissertation Art. 11. HI.) 



*) Siehe S. 175 dieses Bandes. 
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Wenn also die Function u nicht constant ist. so liegen alle Werthe, 
welche dieselbe für die inneren Punkte des Bereiches T unter den 
angegebenen Voraussetzungen annehmen kann, zwischen dem gross- 
ten Werthe g und dem kleinsten Werthe /•; unter denjenigen Werthen. 
welche die Function u auf der Begrenzung von T annimmt. 

Wenn daher alle Werthe von u am Rande von T gleich 
sind, so ist u auch fiir alle inneren Punkte gleich 0. 

Wenn es mithin eine Function u gibt, welche unter den angege- 
benen Bedingungen für den Bereich T erklärt ist und in jedem Punkte 
der Begrenzung einen vorgeschriebenen , nach der Stetigkeit sich 
ändernden Werth besitzt, so gibt es nur eine solche Function. 

4. Wenn ein einfach zusammenhängender Bereich (sf)*, für wel- 
chen eine Function u den angegebenen Bedingungen gemäss erklärt 
ist, durch Vermittelung einer analytischen Function 

auf ein Gebiet (Xf conform abgebildet wird und die Function F{z) 
für alle Punkte im Inneren des Grebietes {z)* den Charakter einer 
ganzen Function besitzt, während F'{z) im Inneren desselben nicht 
gleich wird, so geht die Function u von x und y in eine Func- 
tion von 5 und ri über und genügt für das Gebiet (g)* und die Va- 
riablen 5 und ri ebenfalls den allgemeinen Bedingungen. 

Dieser bekannte Satz macht es in Verbindung mit der in no. 1 
angegebenen Formel möglich, für jeden einfach zusammenhängenden 
Bereich T, welcher ganz im Endlichen liegt und in seinem Inneren 
keinen Windungspunkt besitzt , die partielle DiiFerentialgleichung 
^u ^ vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemäss zu integriren, 
wenn die conforme Abbildung dieses Bereiches T auf die Fläche S 
eines Kreises bekannt ist. Unter denjenigen Bereichen, welche durch 
Vermittelung einfacher Functionen auf die Fläche eines Kreises con- 
form abgebildet werden können, sind hervorzuheben: 

a. Die von zwei Kreisbogen begrenzte Sichel oder Mondfigur. 

Wenn die Werthe z =■ z^ und z = z'^ die beiden Ecken der 
Mondfigur bestimmen , und der Winkel , den die Tangenten beider 
Kreisbogen in diesen Punkten mit einander bilden, mit cm bezeichnet 
wird, so wird diese Figur durch Vermittelung der Function 



« = C-l)"' 
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auf eine in der Ebene der eomplexen Grösse J; liegende Halbebcnc 
conform abgebildet. Die conforme Abbildung einer Halbebene auf 
das Innere eines Kreises wird aber bekanntlich durch eine gebrochene 
Function ersten Grades vermittelt, welche für einen jener Halbebene 
nicht angehörenden Punkt unendlich gross wird. 

Zu den Gebieten dieser Art gehört auch das Kreissegment 
und der Halbkreis. 

b. Ein von drei Kreisbogen oder geraden Strecken begrenztes 
Stück der Ebene oder Kreisbogendreieck, wenn zwei der Win- 
kel desselben Rechte sind und der dritte gleich ait ist, wobei jedoch 
a weder gleich 0, noch einer ganzen Zahl gleich ist. 

Bezeichnet jz = js:^ die Ecke des Bereiches mit dem Winkel an;, 
z =^ z'^ den zweiten Schnittpunkt der im Punkte z =^ z^ sich schnei- 
denden Kreise, so wird dieser Bereich durch Vermittelung der Function 

' = C-Bj 

auf die Fläche eines Halbkreises conform abgebildet, wodurch 
dieser Fall auf den vorhergehenden zurückgeführt ist. 

Zu den Gebieten dieser Art gehört auch der Kreissector; 
in diesem Falle ist z'^ = oo und man hat g = {z—z^)^ zu setzen. 

Den unter a. und h. genannten Gebieten reiht sich an: 

c. Ein von drei Kreisbogen begrenztes ebenes Kreisbogen- 
dreieck, in welchem eine Ecke eine Spitze ist und die beiden 
anderen Winkel Rechte sind. 

Bezeichnet z = z^ die Lage der Spitze dieses Bereiches und 
z = Zf^ + e'^'H für positive Werthe von t die Tangente der Spitze, 
so wird dieser Bereich durch Vermittelung der Functionen 



fr* 



^ — z., 







auf die Fläche eines in der Ebene der eomplexen Grösse 5' liegenden 
Kreisseötors conform abgebildet, und hierdurch ist dieser Fall 
auf den vorhergehenden zurückgeführt. 

Für die genannten drei Bereiche also , sowie für alle diejenigen 
Rereiche , welche auf diese conform abgebildet werden könntMi , kann 
die partielle Differentialgleichung Ju = vorgeschriebenen Grenz- 
bedingungen gemäss integrirt werden. 

5. Unter einer ebenen analytischen Linie versteht man eine 
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obcnc Linie, für welche die rechtwinkligen Coordinaten x und y eines 
beliebigen Punktes analytische Functionen einer reellen Veränderlichen 
t sind. Es sei t ^ t^ ein specieller Werth der Grrosse t, welchem 
ein im Endlichen liegender Punkt der anal^üschen Linie entspricht, 
in dessen Umgebung dieselbe den Charakter einer algebraischen Curve 
besitzt. Die Gleichung 

z = c, + c,(^-g + c.(«-0'+ • • • in inf. = ({iiQ , 

in welcher c,,, c„ c, • • • complexe Constanten von der Beschaffenheit 
bezeichnen, dass die Reihe für alle dem absoluten Betrage nach eine 
gewisse Grrenze nicht überschreitenden Werthe von i^-t^ convergirt, 
ist die allgemeine Gleichung eines im Endlichen liegenden Zweiges 
einer analytischen Linie. Man betrachte ein Stück dieses Zweiges, 
welches so beschaffen ist , dass für keinen im Lineren desselben lie- 
genden Punkt die Ableitung ^ den Werth annimmt. 
In der analjrtischen Gleichung 

können der Variablen t auch complexe Werthe beigelegt werden; 
dann vermittelt diese Gleichung eine conforme Abbildung eines Theiles 
der Ebene der complexen Grosse t, welcher jene in Betracht gezogene 
Strecke der Axe des Reellen enthält, auf einen Theil der Ebene der 
Komplexen Grösse s, welcher jenen betrachteten Bogen der analyti- 
Hclien Linie in seiueni Inneren enthält. Es ist auch möglich, zu beiden 
Seiten der geraden Strecke zwei solche Gebietstheile T, und T, abzu- 
gri'uzt'u , dass für keinen Punkt im Inneren der so abgegrenzten Ge- 
biet rftlieih» ''' gleich \rird. Um die Vorstellung zu fixiren, mag 
iiugt»]H)iui!u»n werden . dass die beiden Bereiche Tj und T, zwei zu 
lamiiidtM' symmetrische Kreisabschnitte seien. Die beiden Theile 
7', uml 7'^ w(M'don durch die analytische Function auf zwei, zu beiden 
Mttiieii ilor amilytis(»hen Linie liegende Theile Z^ und Z^ der Ebene 
diu* (uiiniih^xen Gr()sse z confonn abgebildet. Für diese Bereiche kann 
alnu uacli d(*m Inhalte von no. 1 und no. 4 die partielle Differential- 
glüicliiiiig Ja = beliebig vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemäss 
iiitogiirt werden. 

Kh int anch umgekehrt möglieh, wenn in der Ebene der complexen 
Uriioao * niiH» analytische Linie gegeben ist, ein Gebiet Z^ + Z, anzu- 
griu u wcirlios «»in Stück der analytischen Linie in seinem Inneren 
Cht hüll, uml wt^h'hcH auf die Ebene der complexen Gtrösse t confonn 
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so abgebildet werden kann, dass dem Stücke der analytischen Linie 
eine gerade Strecke entspricht. 

Diese Eigenschaft ist für die analytischen Linien charakteristisch. 

In einigen Fällen bietet es Vortheile , statt der Variablen t die 
Bogenlänge 8 der Curve, von einem festen Punkte bis zu einem be- 
weglichen gerechnet, als unabhängige Variable einzuführen. 

Es gibt zwar unendlich viele Functionen, welche die Eigenschaft 
haben, die Gebiete Z^ und Z^ auf zwei andere, durch (»iiui geradlinige 
Strecke getrennte (irebiete 7\ und 1\ eonform {ibzubilden. Werden 
aber die Punkte von T, und 1\ durch Sj'mnietri«» einander zuge- 
ordnet, so ist das aus dieser Zuordnung hervorgehende punktweise 
Entsprechen der Gebiete Z^ und Z, allein von der betrachteten ana- 
lytischen Linie, nicht aber von der besonderen Wahl der die Abl)ildung 
vermittelnden Function abhängig. (Vergl. B o r e h a r d t 'h Journal Bd. 70. 
S. 106 und 107.)*) 

Die Mob ins sehe Kreisverwandtschaft ist ein specieller Fall eines 
solchen Entsprechens , welcher eintritt , wenn die analj-tische Linie 
ein Kreisbogen ist. 

6. Längs einer analytischen Linie L im Inneren eines Bereiches 
T, für welchen eine Function « im angegebenen Sinn«» der partiellen 
Differentialgleichung ^u = genügt, besitzt diese Function in Bezug 
auf den Bogen s dieser Linie den Charakter einer ganzen Function. 
Umgekehrt: Wenn der Bogen L einer analytischen Linie (»inen Theil der 
Begrenzung eines Bereiches T bildet, für welchen eine Function u der 
partiellen Differentialgleichung Ju = genügt, und die Wertlie von u 
längs der Linie L mit f{$) bezeichnet werden, so ist die nothwendige 
Bedingung dafür, dass sich die Function n über die Linie» L hinaus 
analytisch fortsetzen lasse, — nämlich dass /(,<?) ein«^ analytische Func- 
tion der Grosse s ist, welche für alle in Betracht kommenden Werthe 
von 8 den Charakter einer ganzen Function besitzt, — für die Möglich- 
keit dieser analytischen Foi*tsetzuiig auch hinreichend. Ein specieller 
Fall dieses Satzes tritt ein, wenn die Linie L eine gerade Strecke 
ist, längs welcher eine Function u den Werth hat. In diesem 
Falle nimmt die Function u in solchen Punktepaaren, welche in Bezug 
auf die Gerade symmetrisch liegen, entgegengesetzte Werthe 
an ; ein Satz, welcher sein Analogon in der Potentialtheorio findet. 

Bei dieser Gelegenheit mag erwähnt werden . dass , wenn die 



*) Siehe S. 66 und 67 dieses Bandes. 
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Function f{q)) in no. 1 in Bezug auf 9 an keiner Stelle den Charak- 
ter einer ganzen Function besitzt, in diesem Falle die Peripherie der 
Kreisfläche S für die Function u und für die analytische Function 



deren reeller Theil die Function u ist, hinsichtlich des Bereiches der 
Argumente dieser Functionen eine natürliche Grenze bildet. 

Auf den für die Functionentheorie wichtigen Umstand, dass der 
Bereich des Argumentes einer analytischen Function nicht immer ein 
willkürlich auszudehnender, sondern vielmehr in vielen Fällen ein 
bestimmt begrenzter ist, hat Herr Weierstrass vor einigen Jahren 
aufmerksam gemacht. (Monatsberichte der Königlichen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1866, S. 617.) 

7. An die vorhergehenden Erörterungen schliesst sich eine Un- 
tersuchung der Unstetigkeiten an, welche eine Function u in einem 
Punkte annehmen kann, wenn der Werth der Function bei der An- 
näherung an diesen Pimkt dem absoluten Betrage nach einen endlichen 
Werth ni(jlit überschreitet. Wenn eine Function u für das Innere 
eines beliebig grossen, inu den Punkt ^ = mit dem Kadius R be- 
schriebenen Kreises so erklärt werden kann , dass sie der partiellen 
Differentialgleichung ^u = im angegebenen Sinne genügt , und, 
wie gi'oss auch R sein möge, dem absoluten Betrage nach die endliche 
Grösse g nicht überschreitet, so ist die Function eine Constante. Der 
Beweis dieses Satzes folgt aus der in no. 1 angegebenen Foimel, wenn 
in derselben /• durch ^, f((p) durch u{R,<p) ersetzt und dann zur 
Grenze lim R := 00 übergegangen wird. 

Wenn von einer Function u bekannt ist, dass dieselbe für das 
Innere eines Bereiches T, mit Ausnahme eines im Inneren desselben 
liegenden Punktes ^y, — für welchen es noch ungewiss ist, ob die Func- 
tion für denselben überhaupt einen bestimmten Werth hat, — im obigen 
Sinne der partiellen Differentialgleichung Ju = genügt, und dass, 
wenn in der Umgebung von ^^ ein beliebig kleiner Bereich abgegrenzt 
wird, alle Werthe von u im übrigen Bereiche, wie klein auch der 
ausgeschlossene sein möge, die endliche Grösse g dem absoluten Be- 
trage nach nicht überschreiten , wenn endlich eine durch Abänderung 
des Werthes von ti im Punkte £'„ hebbare Unstetigkeit ausgeschlossen 
wird , so genügt dieses , um schliessen zu können , dass die Function 
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( auch für den Punkt e^ einen endlichen und bestimmten Werth hat, 
L&8S dieselbe überhaupt in der Nähe dieses Punktes , den Punkt z^ 
ell>st eingeschlossen, den Charakter einer ganzen Function besitzt. 

Im Inneren eines Bereiches T kann also eine der Differential- 
gleichung ^u = im Allgemeinen genügende Function keine anderen 
Singularitäten besitzen , als solche , bei denen die Function sich ver- 
zweigt oder unendUch gross wird. 

Auch in dem Falle , wenn auf der Begrenzung von T ein einzel- 
ner Punkt jsf^ liegt, für welchen die Eindeutigkeit und Stetigkeit von 
u ungewiss ist, während die Endlichkeit von u in der Umgebung 
dieses Punktes feststeht, kann analogerweise das Vorhandensein dieser 
genannten beiden Eigenschaften geschlossen werden , wenn erstens 
\)ekannt ist, dass das Gebiet T confomi so abgebildet werden kann, 
dass einem Stücke der Begrenzung von T, welches den Punkt i^^ im 
Inneren enthält, eine gerade Strecke entspricht, und wenn zweitens die 
Werthe von u längs der Begrenzung von T in jenem Punkte j^^ eine 
Unterbrechung der Stetigkeit nicht erleiden. 

Wenn dagegen unter im Uebrigen unveränderten Voraussetzungen 
die Werthe von u längs der Begrenzung von T im Punkte z^ eine 
Unterbrechung der Stetigkeit erleiden und der Punkt z^ nicht zugleich 
eine Spitze der Begrenzung von T ist , so erliält man aus der Func- 
tion u durch Subtraction eines Ausdruckes C arc tg ^— bei geeigneter 
Bestimmung der Constante C eine in diesem Punkte eindeutige und 
stetige Function. 

Ist aber der Punkt £„ eine Spitze, und sind die beiden, die Spitze 

bildenden Linien L^ und Z, analytische Linien , so kann , ohne dass 

der Allgemeinheit Eintrag geschieht , angenommen werden , dass die, 

die Ordnung der gegenseitigen Berührung der beiden Linien in der 

Spitze ausdrückende Zahl, welche stets eine positive rationale Zahl 

ist, nicht grösser sei als die ebenfalls rationalen Zahlen, welche die 

Ordnung der Berührung der beiden Linien mit der Tangente der 

Spitze ausdrücken, da auf diesen Fall der allgemeinere durch eine 

vorhergehende conforme Abbildung stets zurückgeführt werden kann. 

Wird dann die Spitze selbst zum Pol von Polarcoordinaten r, q> 

gewählt, und entspricht 9 = der Tangente der Spitze, so erhält 

man aus der Function u durch Subtraction eines Ausdruckes 

6V~'* sin ^(p , 

bei geeigneter Bestimmung vonO und fi, eine auch in der Umgebung 
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der Spitze stetige Function. Wird also der Grösse r ein constanter 
Werth von hinreichender Kleinheit beigelegt, so sind für die in Be- 
tracht kommenden Werthe von q> die Aendeningen von u xxm so genauer 
den Aenderungen von 9 proportional, je kleiner der Werth von r ist. 
In dieser Form gilt der Satz sowohl für den Fall einer Spitze, 
als auch für den Fall einer Ecke. 

8. Wenn für die Werthe einer Function u längs der Begrenzung 
von T Unstetigkeiten (endliche Sprünge) in einer endlichen Anzahl 
von Punkten der Begrenzung zugelassen werden, so kann es ebenfalls 
nur eine Function geben, welche längs der ganzen Begrenzung vor- 
gescfiriebene Werthe hat, nirgends unendlich gross wird, mit Aus- 
nahme jener Punkte stetig und eindeutig ist und im Inneren von T, 
mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten, im angegebenen 
Sinne der partiellen Differentialgleichung ^u = genügt. 

Auch gilt unter denselben Voraussetzungen noch der Satz (vergl. 
no. 3), dass der Werth von u für einen inneren Punkt des Gebietes 
stets zwischen der oberen und unteren Grenze derjenigen Werthe 
liegt, welche diese Function auf der Begrenzung von T annimmt. 

Die in no. 1 angegebene Formel stellt für die^ Fläche eines Kreises 
die einzige den obigen Bedingungen genügende Function u auch dann 
dar, wenn die längs der Peripherie vorgeschriebene Werthereihe f(q)) 
in einer endlichen Anzahl von Punkten unstetig ist.- 

9. Die vorstehenden Betrachtungen erfahren keine wesentliche 
Modification, wenn der Bereich T in seinem Inneren Windungspunkte 
enthält. 

Der einfachste Fall eines solchen Bereiches ist der Fall einer 
m -blättrigen Kreisfläche, für welche der Mittelpunkt ein 
(w— l)facher Windungspunkt ist. Ist e =z g^ der Mittelpunkt, JS 
der Radius der begrenzenden Kreislinie , so führt die conforme Ab- 
bildung durch die Function 



^'(c^) 



auf den unter no. 1 betrachteten Fall einer einblättrigen Ejreisfläche 
zurück. (Vergl. Riemann's Dissertation Art. 14.) 

Während dio Function u auch für die Windungspunkte die Eigen- 
schaft behält, stc^ti^i; und cinthmtig bestimmt zu sein, wenn sie endlich 
bleibt, kJmnon ihro ]mrtic»llen Ableitungen bei der Annäherung an 
diese Punkte umnidlich gross werden und hr>ren für die Windungs- 
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pnnkte selbst im Allgemeinen zu existiren auf. Die Gültigkeit des 
unter no. 8 erwähnten allgemeinen Satzes wird jedoch durch die Zu- 
lassung von Windungspunkten für das Innere des Bereiches nicht 
beeinträchtigt. 

10. Es werde angenommen, für einen von einer endlichen Anzahl 
von Stucken analytischer Linien begrenzten Bereich T sei es möglich, 
die partielle Differentialgleichung ^^u = im angegebenen Sinne be- 
Kebig vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemäss zu integriren. Hier- 
bei sollen die längs der Begrenzung von T vorgeschriebenen Werthe 
fiberall endlich und, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punk- 
ten P, in welchen eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt, stetig 
und eindeutig erklärt sein. 

Für diesen Bereich ist dann, wie eine nähere Untersuchung zeigt, 
die Voraussetzung erfüllt , betreffend die Abbildbarkeit von Theilen 
des (Jebietes T in der Nähe der etwa vorhandenen Ecken und Spitzen 
der Begrenzung von T auf zum Theil geradlinig begrenzte Bereiche, 
welche in no. 7 gemacht wurde , und es finden daher auf den Bereich 
T die unter no. 7 und 8 angeführten Sätze Anwendung. 

Die Begrenzung von T denke man sich in eine endliche Anzahl 
von Strecken (Theilen) getheilt und diese wieder zu zwei Gruppen 
angeordnet, so dass in jeder G-ruppe mindestens eine Strecke enthalten 
ist. Den einzelnen Strecken lege man, jonachdem sie der ersten oder 
zweiten Gruppe angehören, ungrade oder grade Ordnungszahlen bei. 

Dann ist die Anzahl derjenigen Punkte, welche eine Strecke mit 
grader und eine Strecke mit ungi»ader Ordnungszahl trennen , jeden- 
falls eine endliche; dieselbe kann auch gleich sein, wenn die 
BegrenzungsHnie aus mehr als einem geschlossenen Tlieile besteht. 
Diese Punkte mögen mit P bezeichnet werden. Nach der Voraus- 
setzung gibt es nun eine und nach dem Inhalte von no. 8 nur eine 
einzige Function u , welche , mit Ausnahme der Punkte P und einer 
endlichen Anzahl anderer Punkte , für den Bereich T der partiellen 
Differentialgleichung ^u = genügt und in allen Punkten der Be- 
grenzung den Werth oder 1 hat, jenachdem die Ordnungszahl der 
Strecke , in deren Innerem der betreffende Punkt liegt , grade oder 
ongrade ist. 

Man denke sich nun im Inneren von T eine endliche Anzahl ana- 
lytischer Linien L gegeben, welche mit den Strecken ungrader Ord- 
nungszahl entweder keinen Punkt, oder nur Endpunkte P derselben 
gemeinsam haben. Im letzteren Falle wird jedoch vorausgesetzt, dass 
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die Ordnung der etwaigen Berührung zwischen einer der Linien L 
und einer Strecke ungrader Ordnungszahl in keinem der gemeinsamen 
Punkte P höher sei , als die Berührung zwischen derselben Strecke 
ungrader Ordnungszahl und der in dem Punkte P anstossenden Strecke 
mit grader Ordnungszahl. Für alle diejenigen Werthe , welche die 
oben erklärte Function u für die Punkte der Linien L annehmen kann^ 
gibt es eine obere Grenze, beziehungsweise ein Maximum. Diese obere 
Grenze q ist kleiner als 1. Nach der Beweismethode des Herrn 
We ierstrass, welche auch dem Beweise des in no. 3 erwähnten 
Satzes zu Grunde liegt, gibt es auf den Linien L mindestens einen 
Punkt Q von der BeschaflFenheit , dass , wenn von derjenigen Linie, 
auf welcher dieser Punkt liegt, in der Umgebung desselben ein beliebig 
kleines Stück abgeschnitten wird , . die obere Grenze aller Werthe, 
welche die Function u für die Punkte dieses Stückes annehmen kann, 
ebenfalls noch q ist. Man betrachte einen dieser Punkte ; liegt derselbe 
im Inneren von T, so wird der Werth q wegen der Stetigkeit der 
Function u in diesem Punkte erreicht ; es ist q ein Maximum. Da nun 
nach no. 8 der Werth von w für jeden inneren Punkt zwischen dem 
Werthe und 1 liegt, und keinen dieser Werthe wirklich annehmen 
kann, so ist q kleiner als 1. 

Wenn hingegen der Punkt Q auf der Begrenzung von T liegt, 
so kann er nur mit einem der Punkte P zusammenfallen , und dann 
ist q der Grenzwerth, welchem sich u nähert, wenn der entsprechende 
Punkt längs einer der Linien L jenem Punkte P sich nähert. Dann 
folgt aber aus den gemachten Voraussetzungen (vergl. no. 7) ebenfalls, 
dass q kleiner als 1 ist. 

11. Es möge nun für denselben Bereich T bei derselben Ein- 
theilung der Begrenzung in Strecken mit grader und ungrader Ord- 
nungszahl und für dieselben Linien L eine Function u^ bestimmt wer- 
den, welche für das Innere von T der partiellen Differentialgleichung 
^M, = genügt und auf der Begrenzung längs der Strecken mit 
grader Ordnungszahl den Werth hat, und deren Werth längs der 
Htnuiken mit ungrader Ordnungszahl dem absoluten Betrage nach die 
(IrrmHO flf, nicht überschreitet. 

H(*tniclitet man nun die Function 

"•2 = r/i w ± "l 

wn n tlirntObo B<Mknitung hat , wie in no. 10 , so genügt diese der 
liartiollt'U DitrrnMiiialgloicIiinig Ju^ = i) und hat längs der Begrenzung 
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von T Kam Theil den Wcrth <"!, zum Theil positive Werthe. Baher 
ist der Werth von u, fiir keinen Punkt im Inneren von T negativ, und 
es nbersteigt somit der Wertk von m, dem absoluten Betrage nach 
nirgeods den Werth von g,u; längs der Linien L übersteigt also der 
Werth von «, in keinem Punkte die Grösse g,g, wo die Zahl q die 
inno-lO erklärte Bedeutung hat und kleiner als 1 ist. 

Auf diesem Satze beruht hauptsächlich das (Gelingen des folgenden 
CoDvergenzbeweises. 

12. Kachdem fHr eine Anzahl von einfach begrenzten Bereichen 
gezeigt ist , daas fUr dieselben die partielle Differentlalgleichong 
Ju= beliebig vorgeschriebenen Grrenzbedingungen gemäss integrirt 
werden kann , handelt es sich darum , den Nachweis zu führen , dass 
auch für einen weniger einfachen Bereich, der aus jenen auf gewisse 
Weise zusammengesetzt ist, die partielle Differentialgleichung ^u ^ 
beliebigen Grenzbedingungen gemäss integrirt werden kann. 

Zum Beweise dieses Satzes kann ein Grenzübergang dienen, 
welcher mit dem bekannten, zur Herstellung eines luftverdünnten 
Kanmes mittelst einer zweistiefel igen Luftpumpe dienenden Ver- 
fahren grosse Analogie hat und welcher Grenzübergang durch 
alternirendea Verfahren*) genannt werden kann. 

Es seien zwei von analytisclicn Linien begrenzte Bereiche T, und 
T^ gegeben, welche einen oder mehrere Bereiche T* gemeinsam haben. 

Fif.ll. (Pig.lOsnf 3. ise.) 




(lo der schematiscben Figur 11 ist T^ die Fläche eines Kreises, T, 
die Hache eines Quadrats.) 

Die Begrenzung des Bereiches T, wird von der Begrenzung des 
Baches T, in eine Anzahl von Stücken zerschnitten. 

Die Gesammtheit aller Theile der Begrenzung von T,, welche 
uuBerhalb T, liegen, werde mit i„, die Gesammtheit aller übrigen, 
innerhalb T, liegenden Theile werde mit L, bezeichnet. 



*) Siehe S. 186 diemi Bandea. 
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Ebenso zerfallt die Begrenzung von T, in die Gresammtheiten 
Lj und Zr,, wenn nämlich mit L, die Gesammtheit aller Stücke, welche 
innerhalb des Gebietes Tj liegen, mit L^ die Gesammtheit aller Stücke, 
die ausserhalb Tj liegen, bezeichnet wird. 

Es wird vorausgesetzt, es sei sowohl für den Bereich T^, als 
auch für den Bereich T, möglich, die partielle Differentialgleichung 
/ju = beliebigen Grenzbedingungen gemäss zu integriren; es 
handelt sich darum, zu zeigen, dass dies auch für den Bereich 
T^ + T^^T* = T möglich ist, welcher die Bereiche T, und T, als 
Theile enthält, bei welchem aber das den Gebieten T, und T, ge- 
meinsame Gebiet T* nur einfach zu zählen ist. 

Sowohl für das Gebiet T, und die Linie Zj, als auch für das 
Gebiet T^ und die Linie L, sind die Bedingungen des vorher erwähn- 
ten Hülfssatzes erfüllt; im ersten Falle möge die Linie L^, im 
zweiten die Linie L^ an die Stelle der Gruppe der Strecken mit 
grader Ordnungszahl treten. Es ist daher möglich, zwei Zahlen q^ 
und g, zu bestimmen, welche die Rolle der Zahl q in dem HüKssatze 
vertreten, und welche beide kleiner als 1 sind. 

Dem Recipienten der Luftpumpe entspricht in Beibehaltung der 
obigen Analogie das Gebiet T*, dem Lineren der beiden Pumpency- 
linder entsprechen die Gebiete I\— T*, T,— T*, den Ventilen die 
Linien L^ und X,. 

Es seien für die Begrenzung von T, also längs L^ und i,, die 
Werthe für die Function u willkürlich vorgeschrieben; g sei die obere, 
Je sei die untere Grenze dieser Werthe; die Differenz g—k werde 
mit G bezeichnet. 

Nun nehme man längs i, eine Werthereihe willkürlich an, z. B. 
in allen Punkten von L^ den Werth k, und bestimme für das Gebiet 
1\ eine Function «,, welche längs L^ die vorgeschriebenen Werthe, 
längs Z/j den Werth k hat und im Lineren von 2\ der Differential- 
gleichung ^ttj = genügt. Nach der über das Gebiet 2\ gemach- 
ten Voraussetzung gibt es eine solche Function. (Erster Zug des 
ersten Kolbens.) 

Die Werthe, welche die Function Wj längs X, hat, denke man 
sich festgehalten und füi- das Gebiet T, eine Function u, bestimmt, 
welche längs L, die vorgeschriebenen Werthe hat, längs Z^ mit der 
vorher bestimmten Function u^ übereinstimmt, und für welche -Ju =« 
ist. Nach der über das Gebiet T, gemachten Voraussetzimg gibt es 
eine solche Function. (Erster Zug des zweiten Kolbens.) 
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* 

Der Werth von u,— t«j oder von u,— J längs i, ist kleiner als 

9-i = G. 

Man bestimme nun für das Gebiet T, eine Function t«,, welche 

längs L^ die vorgeschriebenen Werthe hat, längs L, mit u^ überein- 
stimmt und für welche Ju^ = ist. (Zweiter Zug des ersten Kol- 
bens.) 

Die Diflferenz ti,— Uj ist im Inneren von T, in keinem Punkte 
negativ ; dem absoluten Betrage nach ist* die Differenz w,— ti^ kleiner 
als Gr, längs L^ aber nach dem erwähnten Hülfssatze kleiner als Gq^, 

weil M,— M, längs Zf^ den Werth hat und längs i, kleiner als G ist. 

• 

Die Werthe der Function m, längs ij denke man sich festgehal- 
ten und fiir das Gebiet T, eine Function u^ bestimmt , welche längs 
i, mit w, übereinstimmt , längs i, die vorgeschriebenen Werthe hat 
und für welche ^u^ = ist. (Zweiter Zug des zweiten Kolbens.) 

Die Differenz u^— ti, hat längs L^ den Werth und ist längs 
ij, wo dieselbe mit w,— w, übereinstimmt, positiv und kleiner als 
ffg,; daher ist m^— m, im Inneren von T^ nirgends negativ und bestän- 
dig kleiner als Gq^j längs X, aber kleiner als Gq^q^. 

Durch Fortsetzung dieses alteniirenden Verfahrens gelangt man 
zu einer Reihe von unendlich vielen Functionen mit ungradem und 
niit gradem Index. Die einen sind für das Gebiet T^ , die anderen 
för das Gebiet T, so erklärt, dass sie beziehlich längs L^ und L^ die 
vorgeschriebenen Werthe haben und im Inneren der Gebiete, für welche 
sie erklärt sind, der partiellen Differentialgleichung ^u = genügen. 

Für das Gebiet T* sind sowohl die Functionen mit ungradem, als 
die mit gradem Index erklärt , und zwar stimmen dieselben abwech- 
sehid längs L^ und längs L, mit einander überein. Längs L^ ist 
uandich w,^, = m,, und längs i, m,,^., = u^^. 

Die Functionen mit ungradem und diejenigen mit gradem Index 
nahem sich mit wachsendem Index bestimmten Grenzfonctionen u' 
und u", welche durch die Gleichungen 

u' = u^+ (tt,-M,) + (M,-tt,) + • • • + (Wj^+i— «2-i) + • • • in inf. 
<*•=», + (w.-ti.) + (tte-wj + • • • + (M„+,-u, J + . . . in inf . 

erklärt sind. Die auf der rechten Seite stehenden Reihen convergi- 
ren unbedingt und für alle in Betracht kommenden Werthepaare x, y 
in gleichem Gerade ; es ist nämlich 

(w,.+,-w,^i) < G(q,q,Y-' und 
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• 

^lan (lenke sieb nun für den Bereich 7\ die Function u bestimmt, 
welche längs L^ die vorgeschriebenen Werthe besitzt, längs Z, mit n' 
übereinstimmt und für das Innere von T^ der partiellen Differential- 
gleichung Ju = genfigt. Dann hat die Differenz 

längs Lo d^^ Werth und ist längs L, kleiner als 

g (gl g.r 
i-gi?» 

Hieraus folgt, dass m— ti,^^., auch für jeden inneren Punkt von T, klei- 
ner als diese Grösse ist; daher ist u gleich Ijmt«,,^, für n = oo, und 
es stimmen somit die beiden Functionen u und u für das Innere von 
T^ Überein ; also genügt n der partiellen Differentialgleichung i^w'=0. 
Auf dieselbe Weise wird gezeigt, dass für das Innere von T, Ju'' = Oist, 

(Dass Ju' = und Ju" = ist, erfordert einen besonderen 
Nachweis, weil im Allgemeinen aus der in gleichem Grade stattfin- 
denden Convergenz einer unendlichen Reihe und der Differentürbar- 
keit der einzelnen Glieder nicht mit Sicherheit die Differentiirbar- 
keit der Summe geschlossen werden kann.) 

Sowohl längs Lj, als längs L^ ist n'= n". Im Inneren von T, 
ist ^m'= 0, im Inneren von T, ist Ju" = 0, daher ist für jeden Punkt 
von T* u' = tt", weil längs der ganzen Begrenzung von T* beide 
Functionen mit einander übereinstimmen. 

Es sind demnach (s. no. 2) die beiden Functionen m' und ti" 
Werthe derselben Function ti, welche für das ganze Gebiet 
T = T, + T,— T* erklärt ist, für das Innere desselben der partiellen 
Differentialgleichung Ju = genügt und längs der Begrenzung 
Lq + Lj die vorgeschriebenen Werthe annimmt. 

Hiermit ist der Beweis für die Richtigkeit der oben ausgespro- 
chenen Behauptung geführt: Unter den angegebenen Voraussetzun- 
gen ist es auch für den Bereich T möglich, die partielle Differential- 
gleichung Ju = willkürlich vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
gemäss zu integriren. — 

Durch wiederholte Anwendung des vorstehend erläuterten Grenz- 
verfahrens gelangt man, wenn es sich um eine endliche Anzahl von 
Bereichen T^, T„ • • T^ handelt, welche durch Gebiete von zwei Dimen- 
sionen zusammenhängen, und aus diesen Bereichen ein einziger Bereich 
T gebildet wird , in welchem die Punkte der gemeinschaftlichen Gte- 
biete auch nur einfach gezählt werden, zu einem Beweise desselben 
Satzes für diesen Bereich T. 
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Den wesentliclien Inhalt von no. 10, 11 und 12 habe ich vor 
Kurzem im 15ten Jahrgange der Vierteljahrsschrifk der Naturforschen- 
den Gesellschaft in Zürich, S. 272— 286 veröffentlicht.*) 

13. Jeder ganz im Endlichen liegende Bereich T, dessen Be- 
grenzung ausschliesslich von geraden Strecken oder von Kreisbogen 
gebildet wird, kann aus einer endlichen Anzahl solcher Bereiche, wie 
der in no. 1, no. 4 a, 6, c und in no. 9 betrachteten, durch Zusammen- 
setzung so gebildet werden, wie es die Voraussetzungen des in no. 12 
be^viesenen Lehrsatzes erfordern. 

Durch Zuhülfenahme der unter no. 5 betrachteten Bereiche wird 
der in no. 12 bewiesene Lehrsatz auf alle von einer endlichen Anzahl 
von Stücken analytischer Linien begrenzten Bereiche ausgedehnt. 

14. Bisher wurde vorausgesetzt, dass alle Punkte der betrach- 
teten Bereiche im Endlichen liegen. Diese Einschränkung ist nicht 
wesentlich. Denn die vorhergehenden Entwickelungen und Sätze lassen 
sich mit geringen Modificationen von der Ebene auf die Kugel fläche 
fibertragen, und es ist daher der Fall, in welchem der ebene Bereich 
T sich ins Unendliche erstreckt, durch Projection auf die Kugelfläche 
mittelst reciproker Badii vectores ebenso leicht zu behandeln , wie 
der Fall eines ganz im Endlichen liegenden ebenen Bereiches. 

Das erläuterte Beweisverfahren erstreckt sich nicht bloss auf 
den Fall, in welchem die das Gebiet T geometrisch darstellende, ein- 
&ch oder mehrfach zusammenhängende Rie mann sehe Fläche in 
ihrer ganzen Ausdehnung in derselben Ebene, oder auf derselben Ku- 
gdflache enthalten ist, sondern gilt im Wesentlichen unverändert auch 
ffir den Fall, in welchem diese Fläche auf einer aus mehreren ebenen 
oder sphärischen Flächen zusammengesetzten Polyederoberfläche 
ausgebreitet ist. 

Das Beweisverfahren gilt auch für beliebige analytische Flächen, 
welche in jedem Punkte den Charakter algebraischer Flächen haben 
und in ihrem Inneren von singulären Stellen frei sind, weil für diese 
die Möglichkeit der conformen Abbildung von Theilen derselben auf 
ebene Figuren nachgewiesen werden kann. 

Das Auftreten einer oder mehrerer Kanten im Lmeren des Be- 
reiches verursacht keine Schwierigkeit; auch das Auftreten von Ecken 
nicht, wenn für jede Ecke der Nachweis geführt werden kann, dass 
es möglich ist, von dem Grebiete einen die Ecke im Inneren enthaltenden, 



*) Siehe S. 133—139 dieses Bandes. 

Seh wart, OMUunolte AbhaadliuifOB. H. 11 
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einfach zusammenhängenden Bereich abzuschneiden, welcher bis auf 
den Eckpunkt selbst conform auf die Fläche eines Kreises abgebildet 
werden kann. 

Dieser Nachweis ist für die erwähnten, ans ebenen oder sphäri- 
schen Flächen gebildeten Bereiche nicht schwer zu fuhren. 

Wird die Ecke nur von ebenen Flächen gebildet, und liegt der 
Eckpunkt im Endlichen , so schneide man von derselben durch eine 
Kugelflächc mit hinreichend kleinem Radius, deren Mittelpunkt mit 
dem Eck])unkte zusammenfallt, ein Stück ab, schneide dasselbe längs 
einer Kante auf und breite es als Kreissector mit dem Centri¥mikel 
2ajc auf die Ebene der complexen Grösse z so aus, dass dem Eck- 
punkte der Punkt r = entspricht. 

Durch Vermittelung der Function f; = z' wird der Bereich anf 
die Fläche eines Kreises conform abgebildet. 

Auch der Fall, dass die Ecke von ebenen Flächen gebildet wird, 
der Eckpunkt aber im Unendlichen liegt, — auf welchen Fall der 
Fall einer von sphärischen Flächen gebildeten Ecke stets zurfickge* 
fuhrt werden kann, — bietet, wenn er auch nicht ganz so einfach zu 
erledigen ist , wie der vorhergehende , grundsätzliche Schwierigkeiten 
nicht dar. 

15. Durch das im Vorhergehenden entwickelte Beweisverfahren 
ist dargethan , dass die partielle Differentialgleichung ^^u s» für 
jeden von analytischen Linien begrenzten, auf einer von ebenen oder 
sphärischen Flä^^hen gebildeten Folyederoberääche ausgebreiteten Be* 
reich T beliebig vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemäss integrirt 
werden kann. 

Dieses Verfahren ist einer solchen Ausdehnung fähig, dass es auch 
noch den Fall umfasst, in welchem die partielle Differentialgleichung 
^fi = in der Weise integrirt werden soll, dass die Function u im 
Inneren des Bereiches gewisse vorgeschriebene IJnstetigkeiten an- 
nimmt. 

Die Unstetigkeitsbedingungen , welche bei der Sie mann sehen 
Theorie der Ab eischen Integrale in Betracht konunen, bieten zunächst 
das meiste Interesse dar. 

Unter diesen Unstetigkeitsbedingungen sind zwei Arten zu unter- 
scheiden. 

a. Es ist für den Funkt £r = ^^^ im Inneren des Bereiches, der 
kein singulärer Funkt ist, — hierauf lässt sich, nöthigenfalls durch 
vorhergehende conforme Abbildung; der allgemeine Fall eines inneren 
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Fonktes stets zurückführen — eine Function complexen Ai*gumentes 
▼on der Gtestalt 

vorgeschrieben; es soll die partielle Differentialgleichung ^u = 
so integrirt werden, dass die Differenz zwischen u und dem reellen 
Theile von 9(^;jer^,) in der Umgebung des Punktes e = js^, diesen 
Punkt eingeschlossen, endlich, stetig und eindeutig ist. 

b. Das Gebiet T ist durch Querschnitte in ein einfach zusam- 
menhängendes Gebiet T' verwandelt ; es wird die Bedingung gestellt : 
es soll die Function u im Inneren von T' eindeutig sein und beim 
IJeberschreiten jedes Querschnittes sich um eine längs dieses Quer- 
schnittes constante Grösse ändern , während die Werthe der Ablei- 
. tongen zu beiden Seiten des Querschnittes dieselben sind. 

Wenn der Bereich T Begrenzungslinien hat, können überdies die 
Werthe der Function u längs dieser Begrenzungslinien willkürlich 
vorgeschrieben sein. 

Es ist aber auch der Fall in Betracht zu ziehen, dass der Bereich 
T ein geschlossener ist und demnach die Function nur durch Unste- 
tigkeitsbedingungen zu bestimmen ist. 

16. Zunächst möge der einfachste Fall betrachtet werden. 
Es sei S ein die Ebene der complexen Grösse js überall nur ein- 
&ch bedeckender, einfach zusammenhängender Bereich. Es sei z = js^^ 
ein innerer Punkt desselben, in welchem die vorgeschriebene Unstetig- 
keit von u durch den reellen Theil ^ip{0]z^) der Function (p{is\£^ 
(s. no. 15) ausgedrückt wird. Wenn B einen von verschiedenen 
Werth hat, so ziehe man von e^^ aus nach einem Punkte der Begrenzung 
von 8 eine durch keinen Punkt mehr als einmal gehende Linie, durch 
welche der Bereich S in einen einfach zusammenhängenden Bereich 
8' übergeht. 

Pfir den Bereich 8' ist der Werth von ^ip{e]g^\ mit Ausnahme 
des Punktes a ssi z^, eindeutig erklärt. 

Die Differenz U'-fii(p{£f]ß^) ist nach der Forderung der Aufgabe 
für den ganzen Bereich 8 eindeutig, endlich und stetig. Die Werthe 
dieser Function längs der Begrenzung von S ergeben sich durch Sub- 
traction der Werthe von ?ii^{ß ; jer^) von den für u vorgeschriebenen 
Bandwerthen. 

11* 
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Hierdurch ist also die Differenz u--^(p{£^; z^) für das Innere von 
S bestimmt und nach dem Vorhergehenden bestimmbar, mithin auch 
die Function u selbst. 

Analog ist zu verfahren , wenn für mehr als einen Punkt im 
Inneren von S die Function u vorgeschriebene Unstetigkeiten anneh- 
men soll. 

Auf den vorhergehenden Fall kann der Fall jedes einfach zusam- 
menhängenden Bereiches T zurückgeführt werden und zwar so, dass 
die, die Ebene nur einfach bedeckende , einfach zusammenhängende 
Fläche S eine Kreisfläche ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, hat man nur nöthig, zu zeigen, dass 
es für jeden einfach zusammenhängenden Bereich T eine Function 
complexen Argumentes gibt, welche fiii* einen Punkt im Inneren von 
T logarithmisch unendlich wird und deren reeller Theil längs der Be- 
grenzung von T den Werth hat. (Vergl. Riemann's Dissertation 
Art. 21.) 

Es wird zunächst der reelle Theil dieser Function bestimmt. 

Die Begrenzungslinie von T sei L^. Im Inneren von T begrenze 
man durch eine in sich zurückkehrende, einfache analytische Linie L„ 
welche ganz im Inneren von T liegt, ein Stück T,, dessen Inneres man 
als von singulären Stellen frei annehmen kann , und welches auf die 
Fläche Äjj eines Kreises mit dem Radius r^ = 1 conform abgebildet 
werden kann. 

In der Fläche S^ construire man einen mit der Begrenzung con- 
centrischen Kreis, dessen Radius r, kleiner als r, ist und der Einfach- 
heit wegen gleich r, e"* = ^ angenommen werden möge , wo e die 
Grrundzahl des natürlichen Logarithmensystems ist. 

Die diesem Kreise in dem Grebiete T^ entsprechende Linie werde 
mit L, und der zwischen L^ und L^ liegende, zweifach zusammen- 
hängende Theil von T mit T, bezeichnet. 

Der zwischen L, und L, liegende, den Grebieten T^ und T, ge- 
meinsame, zweifach zusammenhängende Theil möge im Anschluss an 
die in no. 12 gewählte Bezeichnungs weise mit T* bezeichnet werden. 
Dem Mittelpunkte von S., entspreche der Punkt P^. 

Man bestimme nun für das Gebiet T, eine Function w^, welche 
längs Lo den Werth 0, längs />, den Werth -logr, = 1 hat, und 
für welche Ju, = ist. 

Für aUe im Inneren von T, liegenden Punkte liegt u, zwischen 
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und 1 ; der grösste Werth, den u^ längs L^ erlangen kann, nnd der 
mit q^ bezeiclmet werden möge, ist angebbar kleiner als 1. 

Längs L^ denke man sich die Werthe von Wj festgehalten und 
für das Gebiet T, eine Function «, bestimmt, welche längs L^ mit u^ 
übereinstimmt, und für welche im Inneren von T, ^m, = ist. Es 
ist w, < q^. 

Die Werthe von t/, längs Z, denke man sich festgehalten und 
für das Gebiet T^ eine Function w, bestinmit , welche längs i^ den 
Werth hat, längs L, mit 1 + m, übereinstimmt, und für welche 
Jtfj = ist. Im Inneren von T^ ist W3— Wj beständig kleiner als q^ 
und längs L^ kleiner als q\. 

Hierauf denke man sich wieder die Werthe von «, längs der 
Linie L^ festgehalten und für das Gebiet T, eine Function u^ be- 
stimmt, welche längs L^ mit u^ übereinstimmt, und für welche 
Ju^ = ist. Dann ist W4— w^ im Inneren von T, sicher kleiner als 
}}, da längs L^ w^—w, = Ws— w, ist. 

Sodann denke man sich die Werthe von «^ längs L^ bestimmt 
und für den Bereich T, eine Function «^ aufgesucht, welche längs 
4 den Werth 0, längs L^ den Werth l + u^ hat, und für welche 
^Mj = ist. 

Auf diese Weise denke man sich das altemirende Verfahren bis 
ins Unendliche fortgesetzt. 

Aehnlich wie in no. 12 ergibt sicli , dass die für das Innere von 
T^ erklärten Functionen m,, w,, m^, ... und die für das Innere von 
r, erklärten Functionen w^, m^, ... mit wachsendem Lidex sich zwei 
bestimmten Grenzfunctionen w' und u" nähern, für welelie ebenfalls 
^u' und ^u" gleich ist. 

Die Function m' hat längs L^, den Werth und stimmt längs L^ mit 
tt" fiberein, längs L, hingegen hat die Differenz u'—u" den Werth 1. 
Bezeichnet nun r den Al)stand eines Punktes der Kreisfläche S^ 
von deren Mittelpunkte, so liat die Funtrtion — logr längs i, den 
Werth 0, längs />, den Werth l und g(MÜigt für das Innere von T,, 
mit Ausnahme des Punktes 7'^, wo dieselbe logarithniisch unendlich 
wird, der partiellen Differentialgleiclmng ^u = 0, Es stimmen 
demnach die beiden Functionen u' und w"— logr sowohl längs L^j 
als auch längs L^ mit einander überein , folglidi auch für jeden in- 
neren Punkt des Gebietes T*, und es ist daher ?«"— logr die analy- 
tische Fortsetzung der Function ii\ 

Setzt man nun m = — w' für die Punkte im Inneren von T^ und 
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u = — u"+logr für die Punkte im Inneren von T,, so ist die Func- 
tion u für das Innere des Bereiches T eindeutig erklärt, hat längs 
der Begrenzung L^ desselben den Werth und wird für einen ein- 
zigen Punkt Pq im Inneren des Gebietes logarithmisch unendlich. 

Man ziehe nun vom Punkte P^ nach einem Punkte von L^ eine 
einfache Linie L, durch welche der Bereich T in einen ebenfalls 
einfach zusammenhängenden Bereich T' übergeht. 

Für das Innere dieses Bereiches T lässt sich eine Function v 
eindeutig so erklären, dass u + vi eine Function complexen Argu- 
mentes ist, und zwar ist der Werth dieser Function eindeutig be- 
stimmt, sobald der Werth des imaginären Theiles für irgend einen 
vom Punkte P^ verschiedenen Punkt vorgeschrieben wird. 

Beim Ueberschreiten der Schnittlinie L ändert sich der Werth 
dieser Function sprungweise um eine längs dieser Linie constante 
Grösse, und zwar, wie sich aus der Betrachtung der Kreisfläche 5, 
ergibt, um —2xi beim Uebergange von der negativen Seite auf die 
positive Seite von L. 

Durch Vermittelung der Function 



5 = S + ^» = ß 



u + vi 



wird der einfach zusammenhängende Bereich T auf die Fläche S eines 
in der Ebene der complexen Grösse g um den Punkt 5 = mit dem 
ßadius 1 beschriebenen Kreises conform abgebildet, so dass dem 
Punkte Po der Mittelpunkt, der Begrenzungslinie L^ die Peripherie 
des Kreises entspricht. 

Vermöge der in der Function v noch verfügbaren additiven Con- 
stante kann bewirkt werden, dass bei dieser Abbildung ein beliebig 
vorgeschriebener Punkt von Z^ einem vorgeschriebenen Punkte der 
Kreisperipherie entspreche. 

Ist ^ = Qc^ irgend ein Punkt im Inneren dieser Ereifläche, so 
vermittelt die Function 

t' = ^"^'^ 

eine solche Abbildung des Bereiches T auf einen Ereis mit dem 
Radius 1, bei welcher dem, dem Punkte ^ entsprechenden Punkte von 
T der Mittelpunkt des Kreises entspricht. Hiermit ist, wie ich 
glaube , ein strenger Beweis des im Art. 21 der R i e m a n n sehen 
Dissertation ausgesprochenen Lehrsatzes geführt. 
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Zagleich ist hiermit ein Beweis erbracht für die Möglichkeit der 
Constantenbestimmnng in den, in der Einleitung zu dieser Mitthei- 
lung erwähnten Formeln, durch welche die conforme Abbildung der 
ElSche eines ebenen, von geradlinigen Strecken oder Kreisbogen be- 
grenzten, einfach zusammenhängenden Polygones auf die Fläche einer 
Halbebene, beziehungsweise eines Kreises, vermittelt wird. 

(Vergl. ;,Ueber einige Abbildungsaufgaben ^, B()rcliardt\s Journal 
Bd. 70, S. 114 und 117.)*) 

Mit dem Beweise dieses Satzes ist zugleich die (Inindlage lür 
ein Beweisverfahren gesichert, durch welches dargethan wird, dass 
es stets möglich ist, die Fläche einer einfach zusammenhängenden, 
die Ebene nur einfach bedeckenden, von einer überall convexen 
Idnie begrenzten Figur conform auf die Fläche eines Kreises abzu- 
bilden, ohne dass hierbei die Voraussetzung gemacht wird, dass die 
Begrenzungslinie aus einer endlichen Anzahl von Stücken analyti- 
scher Linien bestehe, oder dass dieselbe stetig gekrümmt sei. Hin- 
sichtlich dieses Beweisverfahrens erlaube ich mir, auf eine Abhand- 
lung jjZur Theorie der Abbildung" Bezug zu nehmen , welche das 
Programm der polytechnischen Schule in Zürich für das Schuljahr 
1869-70 begleitet.**) 

Durch den Beweis des angetührten Satzes ist auch der Fall je- 
des einfach zusammenhängenden Bereiches hinsichtlich des Nachweises 
der Erfüllbarkeit von vorgeschriebenen Unstetigkeitsbedingungen auf 
den im Eingange dieser no. betrachteten Fall zurückiührbar , indem 
hierbei den die Unstetigkeiten definirenden Fimctionen ^{z]e) ähnlich 
gebUdete Functionen ^(5; So) entsprechen, welche jedoch im Allgemei- 
nen nicht dieselben Coefficienten besitzen. 

17.^ Dem von Riemann ausgesprochenen Satze, dass es stets 
möglich sei, einen einfach zusammenhängenden Bereich zusammen- 
hängend und in den kleinsten Theilen ähnlic^li auf die Fläche eines 
Kreises abzubilden, kann der folgende Satz zur Seite gestellt werden : 
Es ist stets möglich, einen einfach zusammenhängenden und ge- 
schlossenen Bereich zusammenhängend und in den kleinsten 
Theilen ähnlich auf die Fläche einer Kugel abzubilden und zwar 
nur auf eine Weise so, dass drei beliebig vorgeschriebenen Punkten 
jenes Bereiches drei ebenfalls vorgeschriebene Punkte der Kugelfiäche 
entsprechen. 

*) Siehe S. 76 und 79 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 108 dieses Bandes. 
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Dieser Satz soll hier für den Fall einer von ebenen oder von 
sphärischen Flächen gebildeten Polyederoberfläche bewiesen werden. 

Zu diesem Zwecke reicht es hin, zu zeigen, dass es für einen 
solchen Bereich eine Function complexen Argumentes gibt, welche 
für einen Punkt des Bereiches von der ersten Ordnung unendlich 
gross wird, für alle übrigen Punkte des Bereiches jedoch endlich, 
stetig und eindeutig ist. 

Es wird zunächst der reelle Theil einer solchen Function be- 
stimmt. 

Man construire, wie in dem unter no. 16 betrachteten Falle, zwei 
Linien X, und L^ und bezeichne die hierdurch entstehenden Gebiete, 
wie in no. 16, mit Tj, T,, T*, mit dem Unterschiede, dass hier die 
Begrenzungslinie L^ wegfallt, und dass das Gebiet T^ einfach zusam- 
menhängend und nur von der Linie L, begrenzt ist. 

In der Kreisfläche S, sei e' = re^. Dem Punkte /:= ent- 
spreche der Punkt P^. An die Stelle der Function — logr in no.l6 

tritt hier die Function r"'cos9>, der reelle Theil von j?'"'. Es möge r, 

2r 

so klein angenommen werden, dass g, = ^— angebbar kleiner als 

1 ist; (z.B. r, = \r^,) — 

Zur Vereinfachung des Folgenden dient ein Hülfssatz, der vorher 
bewiesen werden soll. (Die Argumente r, q> bezeichnen Polarcoor- 
dinaten.) 

Längs Z/jj werde irgend eine analytische Werthereihe ü(r^jq>) 
angenommen und für den Bereich T, (vergl. no. 14) die Function ü 
bestimmt, für welche Jü = ist, und welche längs X, mit U(r^,(p) 
übereinstimmt. Es wird l)eliauptet, dass die über den Kreis mit dem 
Kadius r = f\ und über den Kreis mit dem Radius r = r^ erstreck- 
ten Litegrale 



U{}\,(p)d(p und / U{r^,q))dq> 



gleichen Werth haben. 

Beweis. Für jeden Kreis mit dem Radius r, r^^r^r^^ ist der 

3—^5, wo ^- die bekannte Bedeutung hat, 

gleich 0, weil die Kreislinie, über welche die Integration erstreckt 
wird, im Lmeren des einfach zusammenhängenden Bereiches T, liegt, 
und weil JU = ist. 

Nun ist -ß—ds = r -q^ dq), also ist auch 
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■r^ä^ = 0. 



dr 
Dnrch Mnltiplication mit — und Integration zwischen den Grenzen 

r -^s r^ und r = r^ ergibt sich dann 

wie oben behauptet wurde. — 

Für den Bereich T^ bestimme man eine Function u,, welche längs 
L, mit r7*cos9> übereinstimmt, und für welche Ju^ = ist. Dann 

•'i(*'t>9>)^9> = 0> ^so ist auch / WiC'',,^)^^ = 0. 

Die Function u^ ist nirgends grösser als r^*. 

Für den Bereich T, bestimme man eine Function t«, , welche längs 
Lj mit t*i(^i» 9>)— ^r*cos9> übereinstimmt, und für welche -^m, = 
ist. Es ist 

Wenn nun r7*+^7' =^ fl' gesetzt wird, so ist «, beständig kleiner als 
j, längs des Kreises r = r, aber kleiner als 2gr — * — oder kleiner 



S^g, , wo 3i < 1, wie sich aus der in no. 1 angegebenen Fonnel 
und aus der über r, gemachten Annahme ergil)t. 

Hierauf bestimme man für das (xebiet Tj eine Function t/,, welche 
längs X, mit u, + r7*cos9 übereinstimmt, und für welche ^Mj = 
ist. Dann ist Wj— Wj überall kleiner als gq^, auch ist 



/%n 



Nun bestimme man für das Gebiet T, eine Function m^, welche 
längs L, mit w,— r^'cos^? übereinstimmt, und für welche ^u^ = ist. 

Der absolute Betrag von t#^— «^ ist beständig kleiner als gq^ 
and längs £, kleiner als g(f^. 

Sodann bestimme man für das Gebiet T, eine Function u^, welche 
längs L, mit w^ + r^'cos^? übereinstimmt u. s.w. 

Die für den Bereich T^ erklärten Functionen «,, u^, u^^ . . . und 
die für den Bereich T, erklärten Funcitionen n^, te^, ... nähern sich 
mit wachsendem Index zwei bestimmten Grcnzfunctionen m' und m". 
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für welche du und z/m" gleich ist, und für welche die Differenz 



m'-u" 



längs L, gleich r^^cos 9, 
längs X, gleich r~*cos9> ist. 

Es stimmt daher die Function u' mit der Function M"+r~'cos ^ 
sowohl längs X^, als längs Z,, also auch für das Innere von 2^ 
überein, und es ist mithin M" + r"*cos9> die analytische Fortsetzung 
der Function u'. 

Setzt man nun u = m' für das Innere von T^, und 

M = u" + r"*cos q> 

für das Innere von T,, so ist diese Function u für das Innere des 
geschlossenen Bereiches T eindeutig erklärt, und wird für den Punkt 
Pp unendlich gross wie r"*cos9>. 

Wird nun zu der Function u der imaginäre Theil vi bestimmt, 
so dass w + ri eine Function complexen Argumentes ist, so ist r, mit 
Ausnahme des Punktes P^, für den ganzen Bereich T bis auf eine 
additive Constante eindeutig erklärt, und es vermittelt die Function 
u + vi eine conforme Abbildung des einfach zusammenhängenden, ge- 
schlossenen Bereiches T auf eine ganze Ebene, wobei dem Punkte I\ 
der unendlicli ferne Punkt der Ebene entspricht. 

Durch Verwandlung mittelst reciproker Radii vectores kann diese 
Ebene und mittelbar der Bereich T auf eine Kugelfläche conform ab- 
gebildet werden. 

Mit diesem Beweise ist zugleich die Möglichkeit der Constanten- 
bestimmung in dem Integralausdrueke , durch dessen Vermittelung 
eine Kugelfläche auf eine von ebenen Flächen gebildete Polyeder- 
oberfläche conform abgebildet wird, bewiesen. (Vergl. Borchardt's 
Journal Bd. 70, S.119, 121-136.)*) 

18. Durch ein analoges Verfahren kann man zeigen, dass es 
möglich ist, auch für einen geschlossenen Bereich die partielle Diffe- 
rentialgleichung Ju = so zu integriren, dass die Function u in ge- 
gebenen Punkten des Bereiches vorgeschriebene Unstetigkeiten der 
unter no. 15 angegebenen ersten Art annimmt. Hierzu ist aber noth- 
wendig, dass die über alle Unstetigkcitspunkte ausgedehnte Summe 
Z{A + Bi) den Werth habe. 



*) Siehe S.82« 84—101 dieses Bandes. 
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In ahnlicher Weise lasst sich die Untersnchung für die zweite 
der onter no. 15 angegebenen Arten von Unstetigkeitsbedingangen 
durchführen. Die nähere Ausführung darf hier wohl unterbleiben, da 
die Anwendung wesentlich anderer Hülfsmittel, als der im Vorherge- 
benden angegebenen, hierzu nicht erfordert wird. 

Es ist also das Dirichletsche Princip durch eine, wie ich 
glanbe, strenge Beweismethode ersetzbar, welche für die Theorie der 
Abel sehen Integrale dasselbe leistet, was Riemann mit Hülfe die- 
ses Principes hergeleitet hat. 



Mittheilung über diejenigen Fälle, in welchen die 

Gauss ische hypergeometrische Reihe F{oc, ß, y, ä;) 

eine algebraische Function ihres vierten 

Elementes darstellt. 



Sitzungsberichte der Schweizerischen Natorforachenden Oesellsch&ft, Jahrgang 1871, Seite 
74 -77. — Aoszng ans einem am 22ten Angnst 1871 in der Sitzung der mathematischen Section 
gehaltenen Vortrage. 

Die Aufgabe, zu untersuchen, ob eine (gewöhnliche) algebraische 
Differentialgleichung ein particuläres algebraisches Integral besitze, 
und, wenn dies der Fall ist, alle particulären algebraischen Integrale 
derselben zu finden, gehört noch heute zu den schwierigsten Aufga- 
ben der Analysis. Wie es scheint, muss diese Aufgabe bei dem ge- 
genwärtigen Stande der Wissenschaft in jedem einzelnen Falle mit 
Hülfe solcher Methoden angegriffen werden, welche dem betrachteten 
besonderen Falle eigenthümlich sind. 

Für die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher 
die Grau SS ische hj^iergeometrische Reihe i^(a, /3, y, a;), als Function 
ihres vierten Elementes x betrachtet, genügt, führt folgende Gedan- 
kenverbindung zu einer vollständigen Lösung der angegebenen Aufgabe. 

Das allgemeine Integral der erwähnten Differentialgleichung kann, 
wie leicht zu zeigen ist, nur dann eine algebraische Function der 
unabhängigen Variablen x sein, wenn die drei ersten Elemente a, ß 
und y reelle und zwar rationale Zahlen sind. Betrachtet man unter 
der Voraussetzung, dass diese Bedingung erfüllt ist, ausser dem all- 
gemeinen Integrale der Differentialgleichung noch den Quotienten 
zweier linear unabhängigen particulären Integrale derselben, so steht 
dieser letztere zu dem allgemeinen Integrale in einer solchen Bezie- 
hung, dass entweder beide zugleich algebraische Functionen des Ar- 
gumentes X sind, oder keine von beiden Functionen algebraisch von 
der Grösse x abliängt. 
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Die unabhängige Variable x ist eine nnbcschränkt veränderliehe 
Crosse, welche alle reellen und eomplexen Werthe annehmen kann. 
■Denkt man sich nun die Ebene, deren Punkte die Werthe der com- 
pleicen Grrösse x geometrisch darstellen, durch die Axe des Reellen 
in zwei Halbebenen getheilt, und betrachtet man die conforme 
A-libildung, welche durch einen Zweig s des erwähnten Quotien- 
ten als Function des eomplexen Argumentes x vermittelt wird, so 
entspricht jeder der beiden Halbebenen in derjenigen Ebene , deren 
Punkte die Werthe der eomplexen (xrösse s geometrisch darstellen, 
ein, allgemein zu reden, von drei Kreisbogen begrenztes Gebiet, 
welches demnach ein Kreisbogendreieck genannt werden kann. 
(Vergl. Borchardt's Journal, Bd. 70, S.117.)*) 

Bei der analytischen Fortsetzung des betrachteten Zweiges s 
entstehen auf diese Weise in der Ebene der eomplexen Gri'isse 5, all- 
gemein zu reden, unendlich viele Kreisbogendreiecke, und zwar haben 
von denselben je zwei benachbarte eine Seite gemeinsam. Ist diese 
Seite im speciellen Falle geradlinig, so sind die beiden Kreisbo- 
gendreiecke zwei zu einander im gewöhnlichen Sinne, d. h. in Bezug 
auf eine gerade Linie symmetrische Figuren. Erfolgt hingegen 
der Anschluss zweier benachbarten Kreisbogendreiecke so , dass die 
gemeinsame Seite ein Kreisbogen ist — und dies ist der allge- 
nieine Fall, — so tritt an die Stelle der gewöhnlichen Symmetrie 
die Mö bin 8 sehe Kreisverwandtschaft, und zwar ist der Kreis, wel- 
chem jene gemeinsame Seite angehört, Directrix dieser Verwandt- 
schaft. Diese Beziehung darf wohl Symmetrie in Bezug auf 
eine Kreislinie genannt werden.**) 

Durch diese Betrachtungen ist die zu lösende, ursprünglich der 
Fnnetionentheorie angehörende Aufgabe auf folgende geometrische 
ziiruckgeführt : Alle Kreisbogendreiecke zu finden , welche bei ihrer 
Vervielfältigung nach dem Symmetriegesetze nur zu einer endlichen 
Anzahl von der Lage und der Gestalt nach verschiedenen Kreisbo- 
S^dreiecken Anlass geben. 

Durch geometrische Betrachtungen findet man nun, dass die An- 
zahl der von einander verschiedenen symmetrischen Wiederholungen 
eines Kreisbogendreieckes nur dann eine endliche sein kann , wenn 
es möglich ist, dieses Kreisbogendreieck mittelst stereographischer 



*) Siehe S. 80 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 151 dieses Bandes. 
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Projection conform so auf eine Kugelfläche zu übeiiragen, dass dem- 
selben ein sphärisches Dreieck entspricht. Da nun für ein 
sphärisches Dreieck sämmtliche entsprechenden Wiederholungen ent- 
weder symmetrische Figuren im engeren Sinne, oder congruente Fi- 
guren sind, so ist hierdurch die Frage auf folgende rein geometrische 
Aufgabe zurückgeführt: 

„Ein Körper besitzt nur eine endliche Anzahl von einander ver- 
schiedener Symmetrie-Ebenen; alle unter dieser Voraussetzung mög- 
lichen, von einander verschiedenen Lagen derselben zu finden.^ 

Diese bereits von Steiner gelöste Aufgabe führt entweder auf 
ein von n Ebenen mit gemeinschaftlicher Axe gebildetes Büschel, in 
welchem jede Ebene mit der folgenden den Winkel ^ einschliesst, 
und auf eine die Ebenen dieses Büschels orthogonal schneidende Ebene, 
oder auf die Symmetrie-Ebenen der regulären Polyeder. 

Dies ist der Zusammenhang der Frage: ^Wann ist das aUge- 
meine Integral der Differentialgleichung der hypergeometrischen Beihe 
F{a, fij y, x) eine algebraische Function des Argumentes x?^ mit 
der Theorie der regulären Polyeder. 

Von dem Falle, in welchem nicht das allgemeine, sondern nur 
ein particuläres Integral jener Differentialgleichung eine algebraische 
Function des Argumentes x ist, — einem Falle, der sich leichter erle- 
digen lässt, — kann hier abgesehen werden. 



Zur Integration der partiellen Differential- 

gleichung ^ + ^ - 0. 



JowbaI Ar reine imd angewandte Mathematik, Band 74, Seite 218— 258. — [Dieee Abband- 
Innf enikUt ali einen Beetandtheil eine im ISten Jahrgange der YierteljahrMcbrift der Natnr- 
foraehenden Oeeellichaft in Zürich, 8. 113—128, merat Teröffentlichte Abbandlang.] 

Im vierten Hefte des 73. Bandes dieses Journals hat Herr Prym 
in einer Abhandlung ;,Zur Integration der Differentialgleichung 

S.340 bis 364 auf einen im 15ten Jahrgange der Vierteljahrsschrift 
der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich (S. 113 bis 128) veröf- 
fentlichten Aufsatz Bezug genommen, durch dessen Abdruck an die- 
ser Stelle einigen Lesern des Journals vielleicht ein Dienst geleistet 
wird. Bei dieser Gelegenheit sind zu dem erwähnten Aufsatze einige 
Anmerkungen hinzugefügt worden, welche hauptsächlich die Bezie- 
hungen zu anderen Bearbeitungen desselben Gegenstandes oder nahe 
verwandter Gebiete betreffen. Eine Fortsetzung und theilweise Er- 
weiterung der in jenem Aufsatze enthaltenen Untersuchungen bildet 
den übrigen Inhalt der vorliegenden Mittheilung. 

Üeber die Integration der partiellen Differentialgleichung 

—--*-—-■ = 
dx' ^ dy' 

für die Fläche eines Kreises. 

In seiner Inauguraldissertation (Art. 18, 19, 21) und in seiner 
AhHandlong über die Theorie der Ab eischen Functionen (d. Joum. 
Bd. 54, S. 112, 114) hat R i e m a n n einige die Integration der par- 
tiellen Differentialgleichung 



-1 
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fiir ein gegebenes Gebiet T unter vorgeschriebenen Grenz- und Un- 
stetigkeitsbedingungen betreffende allgemeine Lehrsätze ausgespro- 
chen, fiii* welche meines Wissens ein jstrenger Beweis gegenwärtig 
noch nicht bekannt ist. 

Auch für den einfachen und wichtigen Specialfall, in welchem 
das gegebene Gebiet eine schlichte Kreisfläche ist, können die bis- 
herigen Untersuchungen , soweit meine Eenntniss derselben reicht, 
nicht als vollständig angesehen werden. 

Wenn der Werth der gesuchten Function u für jeden Punkt der 
Begrenzung des Gebietes vorgeschrieben ist, und diese längs der 
Begrenzung vorgeschriebene Werthereihe ausser der Bedingung, stetig 
zu sein, keiner anderen Beschränkung unterworfen wird, so ist die 
Annahme nicht zulässig, dass die gesuchte Function u längs der Be- 
grenzung endliche partielle Ableitungen -^, -^, beziehungsweise — 

besitze, da unter den gemachten Voraussetzungen par- 
tielle Ableitungen der Function u längs des Randes im 
Allgemeinen überhaupt nicht existiren. Auf diesen Um- 
stand, auf den vor mehreren Jahren Herr Weierstrass in seinen 
Vorlesungen aufmerksam gemacht hat, ist, soviel ich weiss, bisher 
nicht Rücksicht genommen worden. 

Im Nachfolgenden beschränke ich mich auf die Betrachtung des 
Falles, in welchem das Gebiet der unabhängigen Variablen x und y 
eine die Ebene einfach bedeckende Kreisfläche S ist , jedoch mit Aus- 
schliessung von Stetigkeitsunterbrechungen und unendlich grossen Wer- 
then in der für die Function m längs der Begrenzung der Fläche 8 
vorgeschriebenen Werthereihe. 

§ 1. 

In der Ebene -4, deren Punkte die complexe Grosse 

ß =s x + yi = re^ 

geometrisch darstellen , sei ein ganz im Endlichen liegender, die Ebene 
allenthalben nur einfach bedeckender Bereich T gegeben, dessen Be- 
grenzung von einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer Linien 
gebildet wird. 

Für den Bereich T sei eine (reelle) Function u der beiden re- 
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dien unabhängigen Variablen Xy y erklärt und zwar als eine endliche, 
stetige und eindeutige Function derselben für alle Punkte im Inneren 
nnd auf der Begrenzung von T. 

Es wird vorausgesetzt, dass die partiellen Ableitungen 

du du ö^u d'Ui 
'dx' dy' d^' ~df 

^^istiren, endliche, stetige und eindeutige Functionen von x und y 
sind nnd die Gleichung 

. d'u ^ d'u ^ 

örfaUen. 

Jedoch werden diese, die Ableitungen betreffenden Voraussetzungen 
entweder 

I. nur ffir alle inneren Punkte des Gebietes T, 
öder 

IL auch für alle Punkte der Begrenzung von T einschliess- 
lich gestellt. 

Hiernach sollen die für u und für die Ableitungen von u gestell- 
ten Voraussetzungen im Folgenden als •.Bedingungen I" und ^Bedin- 
glingen n** von einander unterschieden werden.*) 



*) Herr Carl Neumann fordert in zwei Abhandlungen: „Revision einiger all- 
gemeinen S&Ue auB der Theorie des Logarithmischen Potentials", Mathematische Anna- 
WiiTon GlebBch und Neu mann, Bd. 3, S. 325—340 und „Zur Theorie des Loga- 
rithmlschen und des Newtonschen Potentialcs. Zweite Mittheihing*^, Berichte der 
Königlich S&chsischen Gesellschaft der Wissenschaften, math.-phys. Classe, October 1870, 
S* 264—321 , ausser den in § 1 angegebenen Bedingungen : a. „gleichmässige" Stetig- 

bit nnd seist 6. die Existenz der Ableitung ^--x— für das Innere des betrachteten 

^bietes vorauB. Hierzu ist Folgendes zu bemerken : 

a. Mit Recht hat Herr Heine darauf aufmerksam gemacht (dieses Journal, 
Bd. 71, S. 861), dass bei der Erklärung der Stetigkeit einer Function zweier oder 
mehrerer Argumente sorgfältig zu Werke gegangen werden muss, wenn diese Erklärung 
AnalytlBch brauchbar sein soll. Insbesondere erweist sich folgende Definition : „Eine 
Fonction zweier Argumente ist eine stetige Function derselben, wenn diese Function 
ionerhalb des in Betracht kommenden Gebietes für jeden Wcrth des ersten Arguments 
eine stetige Function des zweiten nnd gleichzeitig für jeden Werth des zweiten Ar- 
guments eine stetige Function des ersten ist", in den meisten Fällen als unzurei- 
chend, wenn es sich darum handelt, aus derselben Schlüsse zu ziehen. Diese Er- 
klärung ist daher als unbrauchbar zu verwerfen, ganz abgesehen davon, dass die- 
selbe, wie Herr Thomae bemerkt hat, auch solche Functionen umfasst, welche ^c- 

Sekwari, OiHuniMlta AbkAniUnnffeii. H. 12 
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§2. 

a. Sind u und ti zwei fiir denselben Bereich T den Bedingongen 
n (a. den vorhergehenden Paragraphen) genügende Functionen , so 



2x1/ 
wohnlich unstetig genannt werden, wie z.B. die Function ^ ^ , in einem den 

Punkt a? = 0, y = in seinem Inneren enthaltenden Gebiete'. Vergl. die Schrift des 
Herrn Thomae: „Abriss einer Theorie der complexen Functionen und der Theta- 
functionen einer Veränderlichen", Halle 1870, S. 13—16. — Bei Beginn meiner ma- 
thematischen Studien habe ich folgende Erklärung der Stetigkeit einer Function zweier 
Argumente kennen gelernt , die ich auch jetzt noch für die richtige halte : „Eine 
Function /(x,y) ist in der Umgebung des Werthepaares x^^^y^ eine stetige Function 
ihrer beiden (stetig veränderlichen) reellen Argumente, wenn es nach Annahme einer 
von verschiedeneu , sonst hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschränkung unter- 
worfenen positiven Grösse « stets möglich ist , in der Umgebung des Werthepaares 
^0) ^0 einen nach zwei Dimensionen ausgedehnten Bereich abzugrenzen , so dass f&r 
alle, zugleich dem ursprünglichen Bereiche der Variablen, für den die Function 
erklärt ist, und dem abgegrenzten Bereiche angehörenden Werthepaare «o+Ä, y^-^-h 
die Differenz /(ar„-fÄ, y,j-fA;)—/(x,j,y„) dem absoluten Betrage nach kleiner als t ist. 
Hierbei ist die Gestalt jenes abgegrenzten Bereiches im Allgemeinen keinen Be- 
schränkungen unterworfen. Genügt eine Function dieser Bedingung für alle dem 
Inneren und für alle der Begrenzung eines gegebenen Bereiches der unabhängigen 
Variablen angehörenden Werthepaare a-^, y^, so ist die betrachtete Function für die- 
sen Bereich eine stetige Function ihrer Argumente". Es scheint mir kein Bedürf- 
niss vorzuliegen, von dieser Erklärung abzugehen, da mit Hülfe einer von Bolzano 
ersonnenen und von Herrn Weierstrass weiter entwickelten Schlussweise ohne 
Schwierigkeit der Nachweis geführt werden kann , dass jede Function , welche im 
obigen Sinne für einen gegebenen Bereich eine stetige Function ihrer Argiunente ist, 
für denselben Bereich auch in dem Sinne des Herrn Heine gleichmässig stetig ist. 
Da auch das Umgekehrte stattfindet, so decken sich die beiden Begriffe Tollkommen. 
Auf der anderen Seite erwächst aber aus der Bemerkung des Herrn Heine die un- 
abweisbare Forderung, welche insbesondere bei einem Existenzbeweise nicht uner- 
füllt bleiben darf, dass, wenn die Stetigkeit einer analytisch dargestellten Function 
bewiesen werden soll, durch den Beweis die Stetigkeit der Function in genau 
demselben Umfange dargethan werde, in welchem die Definition der Stetigkeit 
hei allgemeinen Untersuchungen vorausgesetzt werden muss, um analytisch brauchbar 
zu sein. Dieser Forderung habe ich in § 5, in § 8 und § 11 zu entsprechen gesucht. 

h. Die VorauRHetzung der Existenz der partiellen Ableitung !: " scheint mir un- 

axoy 

nöthig zu Hein, da die Endlichkeit, Stetigkeit und Eindeutigkeit dieser Ableitung für 
das Innere deH hetrarhteten Gebietes — man sehe § 2 bis § 6 des Textes — bereits 
eine iiotliweiidJKe Folg« der übrigen Voraussetzungen ist. Es mag bemerkt werden, 



ö»tt , B' 



u 



daNN Im (»ej(eiiiliell die in § 1 hinRiohtlirh der zweiten Ableitungen -^ und 

\fy\\\nv\\\v\\ VorntiHHeizuiigen noch auf ein geringeres Mass zurückgeführt werden können, 
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haben die beiden Integrale 

f(uJu'-u'Ju)dT und - r(^ir-^^**'-M'^'*)rfs. 

von denen das erste über den Bereich T .selbst, das zweite über alle 
Begrenzungslinien desselben zn erstrecken ist , den Wei*tb ; das 
erste, weil ^u und Ju' l)cstäudig gleich «ind. das zweite, weil 
es durch theilweise Integration ans dem ersten erhalten werden kann, 
(Green: ^An Essay on the Application of mathematical Analysis 
to the theories of Electricity and Magnetism.'* Dieses Journal, Bd. 44, 
S. 360; Riemann's Inaiig.-Diss., Ai*t. 7 bis 10.)*) 

b. Setzt man u' = 1, also — =0, so ergibt sich der Satz: 

Das über alle Begrenzungslinien eines Bereiches 1\ liir welchen die 



da die in § 2 angeführten Sätze auch dann noch unverändert gelten, wenn in einzel- 
nen Punkten oder längs einzelner Linien von der Forderung der Existenz zweiter 
Ableitungen abgesehen oder die Erfüllung der Gleichung Ju = ungewiss gelassen 
wird. Vergl. die Formulirnng der Bedingungen für den im Art. 10 der Inau^cural- 
dissertation Riemann's bewiesenen Lehrsatz. 

*) Am angeführten Orte stellt Green dieselben Bedingungen, welche in t) 1 als 
Bedingungen II bezeichnet worden sind. Eine ana1o<^e Voraussetzung findet statt bei 
dem Beweise, den Gauss für den Satz 

gibt. (Werke, Bd. V, S. 226.) Derselben Einschränkung sind aber auch die Beweise 
za unterwerfen, welche Herr Dur6gc in der Schrift: „Elemente der Theorie der 
Fonctionen einer complexen veränderlichen Gr('>sso'*, Leipzig, IB^U, S. 20:> und Herr 
Carl Neumann in der Schrift: „Das Dirichletsche Principe, Leipzig, 1865, S. 9 
gegeben haben, da dieselben nur Uebertragungen des Gauss ischcn Beweises auf den 
Fall zweier unabhängigen Variablen sind. 

Auf der anderen Seite findet man in dem Aufnatzc des Herrn ßetti: „Sopra le 
foniioni sferiche**, Annali di Matcmatica, 11*^ scric, tomo P, p. 8l-~87 und in dem- 
jenigen des Herrn Dini: „Sopra le funzioni di una variabilc com]»lussa^, ebendaselbst, 
tomo IV^, p. 159 — 174, die Untersuchung auf den Fall beschränkt, in welchem die 
Erföllong der Bedingungen II gefordert wird. Hierbei zeigt sich jedocli eine andere 
Ünzntri^^liclikeit , da die in den Endformeln auftretende , die gegebeneu Randwerthe 
darstellende, sogenannte willkürliche Function keineswegs willkürlich gewählt werden 
darf, wenn die Bedingung endlicher DitterentialcoetVicieuten einschliesslich des Bandes 
gestellt wird. Welchen beschränkenden Voraussetzungen aber diese Function ausser 
der Bedingung stetig zu sein in diesem Falle zu unterwerfen ist, geht, wie mir scheint, 
aus jenen Untersuchungen nicht hervor. 

12^ 
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Function w den Bedingungen II genügt , zu erstreckende Integral 
(^ds hat den Werth 0. 

§3. 

Eine Function t« genüge für die Fläche S des mit dem Badios 1 
um den Punkt £r = beschriebenen Kreises den Bedingungen I. 

Man setze %i = logr. (Riemann's Dissertation Axt, 10.) Die 
Curven constanter Werthe von m' sind concentrische Kreise, deren 
Mittelpunkt der Punkt ^er = ist. Sind Äj und Ä, zwei specielle, 
zwischen und 1 liegende Werthe von r, mit der Bedingong 
<: i?, <c Jf , <: 1 , so genügen die Functionen u und u' für das von 
den beiden Kreisen mit dem Mittelpunkte a = und den Radien ü, 
und ü, begrenzte Ringgebiet T den Bedingungen 11 , und es sind 
daher die Voraussetzungen des Satzes § 2, a erfüllt. 

Das über die ganze Begrenzung von T erstreckte Integral 



/( 



dp op / 



hat demnach den Werth 0. Es ist zu zeigen , dass jedes der über 
die ganze Begrenzung von T erstreckten Integrale 



j u-^ds und ju'-^ds 



für sich den Werth hat. 

Längs des Kreises mit dem Radius jR^ hat u' den constanten 
Werth log-R, und längs des Kreises mit dem Radius B, den con- 
stanten Werth logü,. Es ist also 

fu-^ds = logRj^ds + logRj^ds. 

Wendet man den Satz § 2, 6 auf die Fläche des Kreises mit dem 
Radius jR, und auf das Ringgebiet T an^ so erhält man 

/^* = »■ /f ^'^/f * = »■ 

folglich ist auqh 



J äp 



^^rf. = 0. 
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Daher hat das Integral 1 u'-^ds und also auch das Integral j u-^ds 

den Werth , wenn beide Integrale über die ganze Begrenzung von 
T erstreckt werden. 

Es ergibt sich für r = 2Z., -^— = — s" ^^^ ^^' ^ = -B.» -=r- = -tt. 
^ * dp JB, *' dp B, 

Setzt man daher fUr d$ seinen Werth i?, dtpf beziehlich ü, d(p und be- 
zeichnet den Werth der Function u in dem Punkte js = re*' mit 

u-^ds = die folgende 






In dieser Gleichung sind Ä, und 2Zj zwei von einander unab- 
hängige veränderliche Grössen, welche alle Werthe zwischen und 1 
annehmen können , wobei jedoch die Werthe und 1 zunächst noch 
ausgeschlossen sind. Nun folgt aber aus der Voraussetzung, dass die 
Fnnction u eine stetige Function der Variablen x und y, also auch der 

u{r,<p)dtp 

..." 
fiir alle Werthe von r zwischen und 1 , einschliesslich der Werthe 

O und 1 , sich mit dem Werthe von r nicht anders als stetig ändern 

kann. Aus diesem Grunde bleibt die obige Gleichung auch dann noch 

l^estehen, wenn Ä, = und li^ = 1 gesetzt wird, obgleich bei der 

Serleitung derselben zunächst vorausgesetzt wurde, dass ü, und R^ 

^'*on und 1 verschieden seien. Für den Werth ü, = geht das Integral 

^Uf der linken Seite in 2jru(0) über, wenn mit m(0) der Werth von 

** im Punkte jbt = bezeichnet wird. Es besteht daher die Gleichung 



1 r"' 

w(0) = 2^J M(l,<]p)d<jp. 



§4. 

Bei zweckmässig geänderter Bestimmung der Function u' fuhrt 
die im vorhergehenden Paragraphen entwickelte Schlussweise, welche 
dem Art. 10 der Dissertation Riemann's entnommen ist, auch zu 
einem Ausdrucke für den Werth u{rj(p) der Function u in einem be- 
liebigen, dem Inneren der Kreisfläche augehörenden Punkte z^ = re^*, 
unter der alleinigen Voraussetzung, dass die Function u für die Fläche 
S den Bedingungen I genüge. 

Dem Punkte js^o = ^^^ innerhalb der Fläche S werde zugeordnet 
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der Punkt z^ = r"* e** ausserhalb derselben ; <c r <: 1. Alle Punkte 
js, deren Abstände von den Punkten z^ und z^, \z—z^\ und Ijer— f'i', ein 

' £ £» i 

constantes Verhältniss haben , 77 = rt , mit der EinschränkuDg 

^ / :< 1, liegen auf einem der Fläche S angehörenden Kreise, dessen 
Mittelpunkt c und dessen Radius R durch die Gleichungen 

gegeben werden. Für ^ = 1 fallt dieser Elreis mit der Begrenzung 
von S zusammen . für t = i) geht derselbe in einen Punkt , nämlich 
in den Punkt z^ über. 

Zu jedem Punkte z von S gehört nach dem Vorhergehenden, so- 
bald der Punkt z^, = re^' fixirt ist, e i n Werth von f , 0<^^1, also 
auch je ein Werth von r und R, Setzt man nun z — c ^ Re^, so 
entspricht jedem Punkte z von S mit Ausnahme des Punktes z^ ein 
Werth von ^, welcher der Bedingung 0<^<:2ä genügt, und für 
den die Gleichung z — c = 7tc"' erfüllt ist. Da auch umgekehrt zu 
jedem Werthcpaare /, ^ nur ein Weilh von z gehört, so können t 
und ^ als unabhängige Variable gewählt werden. Es geht dann die Func- 
tion u von X und y in eine Function von / und t über. Der dem Werthc- 
paare fj (p eindeutig ent.sprechende Werth von u möge mit u[^;^] 
bezeichnet werden. Für die Werthe t = \ und ^ = ergeben sich 
die Identitäten m[1;^'] = «(1,^»). f([0;^»] = «(r, 9). Auch in Be- 
ziehung auf die Variablen / und ^' ändert sich die Function u für alle 
in Betracht kommenden Werthcpaare mit beiden Argumenten stetig. 

Man setze u' gleich dem reellen Theile der anal}i;ischen Function 

, z^z., 
log 



^-K' 



«*' = iog^4-§" = iog(ro. 



Z—Z^\ 



Es seien t^ und t^ zwei specielle Werthe von ^, welche beide zwischen 
und 1 liegen, mit der Bedingung <: /, <: ^, <: 1. R^ und ü, seien 
die Radien der diesen Weii:hen von / entsprechenden zwei Kreise; T 
bezeichne das von diesen beiden Kreisen begrenzte Ringgebiet. 

Nun genügen die Functionen n und u für die Fläche T, die Func- 
tion u fiir die Fläche des Kreises mit dem Radius R^ den Bedingungen 
II ; längs beider Begrenzungslinien von T hat die Function u' je einen 
Constanten Werth. Mittelst derselben Schlüsse wie in § 3 wird daher 
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^f gefolgert, dass das über die ganze Begrenzung von T erstreckte In- 

/du' 
u-^ds auch in dem vorliegenden Falle den Werth hat. 

Man erhält für ^— längs der beiden, den Werthen t = t^j t =st^ 

entsprechenden Begrenzungslinien von T beziehlich die Werthe 

1 _ 1:7^*^? 

jRV 1— 2r ij", cos lt-(p) + r^'t] 
oiid 

1 l^rUl 



^V'enn daher für ds sein Wertii Ridrlf, beziehungsweise R^dtl; gesetzt 

w^tfe = die folgende 

/fif l — r^t* 

«*[^;»]T: i2r<.co8(>-y) + rV; '^» = 

Die Grössen t^ und f^ sind von einander unabhängig und können alle 
^^erthe zwischen und 1 annehmen, ausgenonunen die Werthe und 
1 selbst. Aus den über die Function u gemachten Voraussetzungen 
^olgt aber, dass für alle Werthe von t zwischen und 1, einschliess- 
lich der Werthe und 1, der Werth des Integrals 



/ 






l-2r^cos(^— 9) + rV' 

sich mit dem Werthe von t nicht anders als stetig ändern kann; daher 
Meibt die obige Gleichung auch dann noch bestehen, wenn ^, = 0, ^^ = 1 
gesetzt wird. Für den Werth /, = geht die linke Seite der Glei- 
chung in 27cu(r,q>) über, während die rechte Seite für ^^ = 1 in 

Übergeht. 

Es besteht daher, wenn die Function u fiir die Kreisfläche S den 
fiedingongen I genügt , für alle Werthe von r , welche kleiner als 1 
sind, und für alle Werthe von (p die Gleichiuig 

1 r*^ 1— y^ 
u(r,m) = ^r— / ^(l,^') 1 -ö -/". '\~t — r^^- 



'0 
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(Vergl. C. Neumann: ^lieber die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung -|^ + -^ = 0." Dieses Journal, Bd. 59, S. 364.)^) 



*) Das bestimmte Integral , auf welches die Untersuchung des § 4 geflüiri ha( 
und die entsprechende Formel, durch welche die partielle Differentialgleiehiug 

für das Innere einer Kugel integrirt wird, wenn der Werth der Fonction F an der 
Oberfl&che der Kugel vorgeschrieben ist, und die Bedingungen, denen diese Fiuictioa 
unterworfen wird, den in § 1 angegebenen Bedingungen I analog sind, findet sich in 
verschiedenen Abhandlungen P o i s s o n ' s angegeben : Journal de r£cole polytedmi^, 
cah. 18, p. 422 (1820); cah. 19, p. 150, 165, 433 (1823). Mtooires de l*Acad6me 
des Sciences, ann^e 1828, p. 575. Additions ä la Connaissance des Tems ponr rannte 
1829, p. 829 ; pour Tannde 1831, p. 49. Philosophical Magazine, New series, vol. U, p. 11, 
July 1827. P i s s n, Theorie math^matique de la chaleur, Paris 1835, chap. YII et YIII. 

Man wird auch in dem Beweise, der in § 5 unter 6. enthalten ist, die Grundgedanken 
des Poissonschen Beweises leicht wiedererkennen. 

Der in § 8 und in § 4 enthaltene Beweis beruht im Wesentlichen darauf , dass 
zunächst eine Formel , welche partielle Ableitungen der Function u nicht mehr ent- 
hält, unter Voraussetzung der Bedingungen II hergeleitet und hierauf ein Grenzflber- 
gang ausgeführt wird, welcher gestattet, an die Stelle der Bedingungen 11 die Bedin* 
gungen I treten zu lassen. Zu demselben Ziele führt auch folgende Anordnung des 
Beweises, welche dem entsprechenden Green sehen Beweise und der von Riemann 
und anderen Mathematikern in Vorlesungen und Abhandlungen gegebenen Darstellung 
dieses Beweises vielleicht noch etwas näher steht. 

Durch Anwendung der Schlüsse des § 3 auf die Fläche eines Kreises mit dem 
Radius li, für welche eine Function u den Bedingungen I genügt, ergibt sich: 

(I.) 2nii(0) = iu^^^th ■= i M(Ä,9)Jy. 

£s werde nun um den Punkt z = als Mittelpunkt mit dem Radius Ei{R^<zB) 
ein Kreis beschrieben und ebenso um den Punkt Zq = re^* (0<zr<zlti) als Mittel- 
punkt ein Kreis mit dem Radius i2, (Ä,<:Äj — r). Man setze Äjr"'«** = «4 und be- 
zeichne die Abstände irgend eines Punktes s von den Punkten z^ und s^ beziehlich 
mit Q und q'\ man setze femer u' = log^ — log^' und wende auf das von den Krei- 
sen r = 1^ und ^ = i?s begrenzte Ringgebiet den Satz §2,a an, so ergibt sich 
durch Schlüsse, welche den im Text angegebenen ganz analog sind, 

J Bq X *'^Ä;-2Ä,rcos(^— y)+r« 

Hieraus folgt mit Benutzung der Gleichung (I.) beim Uebergange von R^ in R 

(IL) „(,-,^) = 2^y",(Ä.^)-^--^-..^ «I-Tl-.^—- 
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Also ist der Werth der Function u in einem beliebigen Ponkte 
i m r^ im Inneren der Kreisfläche unter den angegebenen Yoraus- 
setznngen nur abhängig von denjenigen Werthen, welche die Function 
M anf der Peripherie des Kreises annimmt , und ausserdem von den 
Polarcoordinaten jenes Punktes, bezogen auf den Mittelpunkt des 
Kreises als Pol; überdies ist u{rjq>) durch die genannten Grössen 
eindeatig ausgedrückt. 

Wenn es daher eine Function u gibt, welche für die Fläche eines 
Kreises den Bedingungen I Genüge leistet und auf der Peripherie 
desselben mit einer gegebenen Function f{ip) dem Werthe nach über- 
einstimmt, so ist die Function durch diese Bedingungen bestimmt, 
und es gibt nur eine solche Function. 

§5. 

Ln Vorhergehenden ist gezeigt worden , dass jede Function u, 
welche für eine Kreisfläche S den Bedingungen I genügt, durch die- 
jenigen Werthe eindeutig bestimmt ist, welche dieselbe auf dem Bande 
Yon S annimmt. Es entsteht nun die Frage, ob für eine solche Func- 
tion u die Reihe der Rand werthe u{l,q>) = f{(p) willkürlich vor- 
geschrieben werden kann? 

Diese Frage beantwortet folgender Lehrsatz: 

Wenn längs des Randes der Kreisfläche S eine für alle Werthe 
des reellen Argumentes q> endliche, stetige und eindeutige reelle Func- 
tion f{q>)j welche bei Vermehrung des Argumentes um 2^ periodisch 
iD sich zurückkehrt, sonst aber keiner weiteren Beschränkung unter- 
liegt , willkürlich vorgeschrieben ist , so gibt es jedesmal eine (und 
iiach dem Vorhergehenden nur eine einzige) Function u , welche für 
^e Fläche 8 den Bedingungen I genügt und längs des Randes von 
Smt der gegebenen Function f{q>) übereinstimmt. 

Diese Function wird für aUe Punkte JSf = re^* im Inneren von S, 
^<1, dargestellt durch das Integral 



«('•,9') = ^/'"Vw i_g^ ..:,.: _. ■„ -.#. 



cos (^—9)) ^r" 



'0 

Der Beweis dieses Satzes zerfallt in zwei Theile; in dem ersten 
Theile (a.) ist zu zeigen , dass die durch die vorstehende Gleichung 
definirte Function u{rjq>) für alle dem Inneren von S angehörenden 
Punkte g = re''^ = x + yi in Beziehung auf die Variablen x und ;/ 
partielle Ableitungen aller Ordnungen besitzt und der partiellen Diffe- 
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rentialgleichuug z/u = genügt ; in dem zweiten Theile (b,) hingegen 
ist der If achweis zu führen, dass die Function u{rj<p) auch in der 
Nähe des Wcrthes r = 1 eine stetige Function ihrer Argumente ist 
und für r = 1 in die Function f{(p) stetig übergeht. 
a. Die durch das Integral 

definirte Function u stimmt überein mit dem reellen Theile der durch 
die Gleichung 



1 /-«'T />•/'» 4. jg 



für alle Werthe von js: , deren absoluter Betrag r kleiner als 1 ist, 
mit dem Charakter einer ganzen Function eindeutig definirten analy- 
tischen Function -F(^) des complexen Argumentes -? = rc^* = x + yi. 

Daher besitzt die Function ii für alle im Inneren der Kreisfläche 
liegenden Punkte e in Beziehung auf die unabhängigen Variablen x 
und y partielle Ableitungen aller Ordnungen und genügt in demselben 
Umfange der Differentialgleichung z/tt = 0. 

h. Wegen der vorausgesetzten Periodicität der Function f{ilf) 
kann man statt des Integrals 



das Integral 



1 r^"" 1— r' 

2^4 ^(^)l-2rcos(^-(p) + r'^^ 

2^j /(y + »)l- 2,eos» + r' ^^ 



setzen, und da für alle Werthe von r, welche kleiner als 1 sind, den 
Werth r = 1 aiisgeschlossen, das Integral 

2itj 1— 2rcosV + r'^ 



'—TT 



den Werth 1 hat, so gilt in demselben Umfange die Gleichung 

«('•,9) = m + hjy^'^ + ^') - f^'f^^ 1- 2r c"os'^ + r» '^^^ 
Es ist nun zu zeigen, dass es möglich ist, fiir die Differenz 1— r eine 
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Grenze festzusetzen , so dass für alle Werthe von r , für welche die 
Differenz 1— r von verschieden ist und jene Grenze nicht über- 
schreitet, und für alle Werthe von q) der Werth des Integrals in der 
vorstehenden Gleichung dem absoluten Betrage nach kleiner ist als 
eine beliebig kleine vorgeschriebene Grösse. 

Wegen der Periodicität der Function f{(p) kann das Intervall 
von — Ä bis + n , über welches sich die Integration erstreckt , wenn 
mit d eine kleine positive Grösse bezeichnet wird , durch die beiden 
Intervalle von d bis 2^ — * und von — * bis +d ersetzt werden. 

Während ^ sich in dem Intervalle von d bis 27C — d befindet, ist 
der unter dem Integralzeichen vorkommende Neimer stets grösser als 
2r(l — cosd). Die Grösse \f{(p + t)-'f{g>)\ ist nicht grösser als 2gj 
wenn g den grössten Werth des absoluten Betrages der Function f{(p) 
bezeichnet. Folglich ist der Beitrag , den dieses Intervall zu dem 
Werthe des Integrals liefert, dem absoluten Betrage nach kleiner als 

-^ 5T- Wie klein man aber auch die Grösse 6, die immer von 

r(l— coso) ^ 

verschieden bleibt , in der Folge zu wählen lür gut finden wird, 
durch entsprechende Verkleinerung von 1 — r kann man über die 

Kleinheit von -y^ irr- gebieten.*) 

r(l — coso) ^ ^ 

Es bleibt noch das Integral 

ZU betrachten. 

Bezeichnet man mit s eine Grösse, welche der absolute Betrag 
der Differenz fiq> + tlf)^f{(p) in dem Intervalle — d<^=^* nicht 
fiberschreitet, so ist der Werth dieses Integrals dem absoluten Be- 
trage nach kleiner als 



*) Noch engere Grenzen ergibt folgende Schätzung. Das Integral 
ist dem absoluten Betrage nach kleiner als 
also auch kleiner als 
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also auch kleiner als 



« / 1- 

•'-TT 



2rcos^ + r* 



d^, 



d. h. kleiner als e. 

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Function f{ip) lässt 
sich nun , wie klein auch die von verschiedene Grösse « ange- 
nommen werden möge , stets eine von verschiedene Grösse d 
angeben, so dass für alle dem absoluten Betrage nach die Grösse d 
nicht überschreitenden Werthe von ^ und zugleich für alle Werthe 
von (f der absolute Betrag der Differenz f{^ + '^)—f{^>) kleiner als s 
ist; es verschwindet daher das angegebene Integral für alle Werthe 
von 9 gleichzeitig mit S, 

Hiermit ist der oben ausgesprochene Satz in allen seinen Theilen 
bewiesen. 

Für die Abfassung des hier mitgetheilten Beweises ist eine For- 
derung massgebend gewesen, welche im Januar d. J. von Herrn Heine 
brieflich mir gestellt wurde, im Wesentlichen des Inhalts: Wie klein 
auch eine von verschiedene Grösse e angenommen werden mag, 
es muss möglich sein , eine von verschiedene Grösse q anzugeben, 
80 dass — für alle Werthe von r, für welche die Differenz 1 — r von 
verschieden und kleiner als q ist, und zugleich für alle 
Werthe von 9 — der absolute Betrag der Differenz tt(r, 9)— /'(qp) 
kleiner als die Grösse b ist. 

Näheres über die Bedeutung dieser Forderung enthält eine Ab- 
handlung des Herrn Heine: „lieber trigonometrische Reihen". (Die- 
ses Journal, Bd. 71, S. 353.) 

Ein analoges Verfahren führt zu einem strengen Beweise der ent- 
sprechenden Formel, durch welche die partielle Differentialgleichung 

dx^ ^ öy* ^ dz' ~ 

für das Innere eines kugelförmigen Raumes integrirt wird, an dessen 
Oberfläche die Function V vorgeschriebene Werthe annehmen soll. 

Hinsichtlich dieser Aufgabe möge auf zwei Schriften des Herrn 
Carl Neumann verwiesen werden, deren Titel folgen: 
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;,Losang des allgemeinen Problemes über den stationären Tem- 
peratnrzustand einer homogenen Kugel.** Halle, 1861. 

^^AUgemeine Lösung des Problemes über den stationären Tempe- 
raturzustand eines homogenen Körpers , welcher von irgend zwei 
nichtconcentrischen Kugelfläehen begrenzt wird.'^ Halle, 1862. 

§6. 
Die analytische Function F{z) ist im Vorhergehenden durch ein 
bestimmtes Integral dargestellt worden. Aus demselben ergibt sich 
eine zweite Darstellung der Function F{£) durch eine für alle Werthe 
von ßf deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist, unbedingt conver- 
girende , nach Potenzen von z mit ganzen positiven Exponenten fort- 
schreitende Reihe 

^^J_^ (m=l,2....«)) ytj_^ 

Die Function u{rjip) ist der reelle Theil der Function F{z)] man 
erhält daher aus der vorstehenden Gleichung die Entwickelung 

Wird r gleich 1 gesetzt, so geht die rechte Seite der vorstehenden 
Gleichung formell in die Fouriersche Reihe für die Function f{(p) 
über. *) 

Mitunter ist es nützlich , einen Werth zu kennen , welchen der 
absolute Betrag |w(^',9>) — w(0)| der Differenz "(r,^) — u(0) als Func- 
tion von r nicht überschreiten kann, sobald die Werthe u{r,(p) =/'(g)) 
eine endliche Grösse g dem absoluten Betrage nach nicht überschreiten. 

*) In seiner Schrift: „Das Dirichletsche Princip*^ ist Herr Carl Neumann 
Ton der Darstellung einer der Differentialgleichung ^ti = für die Fläche eines 
Kreises genügenden Function durch das über den Rand der Kreisfläche zu erstreckende 
Poissonsche Integral (s. §4 und die Anmerkung zu §4) wieder abgegangen und 
hat die Fouriersche Reihe zum Ausgange gewählt. Einen ähnlichen Gedankengang 
deutet Herr Schäfli im 72. Bande dieses Journals auf S. 283 an. Dass diese Me- 
thode nur eine heuristische ist und einer vollständigen Deduction bedarf, ist der Kern 
der Yon Herrn Heine (d.Journ., Bd. 71, S.d61) und Herrn Prym (d. Journ., Bd. 73, 
8.840) gegen dieselbe geltend gemachten Einwendungen. In welchem Sinne aber, 
moss man fragen, ist die Behauptung Riemann^s zu verstehen, welche derselbe am 
Schlosse des g 2 seiner Habilitationsschrift („Ueber die Darstellbarkeit einer Func- 
tion durch eine trigonometrische Reihe*^) ausspricht? 
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Man erhält 



oder 



l«(r,9,)-«(0)l<|F(^)-F(0)i<^; 

\u (r, (p) — u (0) I <: — - arc sin r. *) 
Zürioli, im Mai 1870. 



Fortset7Aing und Erweiterung der in den vorhergehenden 
Paragraphen enthaltenen Untersuchungen. 

§7. 

Die für die Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 erhaltenen 
Untersuchungsergebnisse sind nach verschiedenen Riehtungen einer 
Erweiterung fähig. 

Es ist zunächst klar , dass die aufgestellten Formeln für die 
Fläche eines Kreises mit dem Radius E Gültigkeit erhalten, wenn in 
denselben -^ an die Stelle von r gesetzt wird. (Hierbei besitzt B 
natürlich nicht mehr dieselbe Bedeutung wie in § 4.) 

Hierdurch geht die in § 4 und § 5 angegebene Formel in die 
folgende über 

H(r,(p) = -— / u{Rji;)-^Di — ÖD ?-; rT~T^^ 

^ '^^ z^tj ^ ^ ü*— 2iJrcos(^— 9) +r* 

"" 2jr^ ^^^^ii«-2iJrcos(^-9)+r*^^' 

mit der Bedingung 0<r<:-B, und dem Zusätze u{B,^) = /"(y). 

Die Function f{ip) des reellen Argumentes 9 ist bisher den Be- 
dingungen, endlich, stetig, eindeutig und mit der Periode 2it perio- 
disch zu sein, unterworfen gewesen. Die angegebene Formel kann 
. aber für das Innere der Kreisfläche eine bestimmte Bedeutung haben, 



*) Wenn insbesondere u{0) den Werth hat, so kann der absolute Betrag von 
w('*ty)» als Function von r betrachtet, den Werth --arctgr nicht überschreiten. 

71 

Diese Bestimmung ergibt zugleich die engste Grenze, welche unter den angegebenen 
Voraussetzungen zulässig ist. (Späterer Zusatz. 1871.) 
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auch ohne dass die Function f{q)) für alle dem Intervall von bis 
2« angehörenden Werthe von q) endlich, stetig und eindeutig erklärt 
ist j und zwar wird dieses stets und nur dann der Fall sein , wenn 
diese Function im Riemannschen Sinne (§ 5 der Habilitationsschrift) 
durchgehends eine Integration gestattet. 

Die Untersuchung soll jedoch hier nicht in dieser AUgemeinheit 
geführt, sondern (ebenso wie in der Abhandlung des Herrn Prym) 
auf folgenden Fall beschränkt werden. 

Die Function f{q)) sei — mit Ausnahme derjenigen Werthe von 9, 
welche modulo 27t einem der m Werthe 9^, 9,, • • • 9^, ... 9^, die 
sämmtlich kleiner als 2jr und von einander verschieden angenommen 
werden können, congnient sind — für alle reellen Werthe des Argu- 
mentes q> als eine endliche, stetige und eindeutige, bei Vermehrung 
des Argumentes um 2n periodisch sich wiederholende Function des 
reellen Argumentes 9 erklärt; bei der Annäherung der Variablen 9 
an einen der ausgeschlossenen Werthe, z. B. an den Werth 9,, nähere 
sich, sowohl wenn 9 stetig wachsend, als auch, wenn 9 stetig ab- 
nehmend dem Werthe 9^ sich nähert, der Werth der Function f{{p) 
je einer bestimmten endlichen Grenze, welche nach dem Vorgange 
Dirichlet's im ersten Falle mit f((p,—0), im zweiten mit fitp^ + O) 
bezeichnet werden soll. 

Ist die Differenz f{(p^ + ^>)—fi(p^'-0), welche mit A^ bezeichnet 
werden möge , eine von verschiedene Grösse , so besitzt die Func- 
tion f{(p) für alle Werthe von 9, für welche 9 = 9^ (mod. 2n:) ist, zwei 
Werthe und erfährt in denselben eine Stetigkeitsunterbrechung. Des 
Folgenden wegen soll jedoch der Fall nicht ausgeschlossen werden, 
dass A^ auch gleich sein kann, in welchem Falle der Werth 9^ 
und die ilun congmenten mit Rücksicht auf die Stetigkeit der Func- 
tion f{fp) nicht zu den singulären gehören. 

Solche Unstetigkeiten , welche durch Abänderung des Werthes 
der Function in einem Punkte oder längs einer Linie aufgehoben werden 
können, sogenannte hebbare Unstetigkeiten, sollen der Kürze wegen 
hier und im Folgenden von der Betrachtung ausgeschlossen werden. 

Dieselbe Unstetigkeit , welche die Function f{q>) in den Punkten 
besitzt, für welche 9 = 9^ (mod. 2ä) ist, zeigt die Function 

vorausgesetzt, dass A^ von verschieden ist, und dass der Variablen 
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q>' auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung stets der dem 
Intervallq (py - ' - (p^ + 2n angehörende Werth beigelegt werde, welcher 
modulo 27C dem Werthe der Variablen (p congment ist. 

Hier und im Folgenden, mit Ausnahme einer Stelle in § 9, be- 
deutet die Function arcus tangens den zwischen — |« und +J« lie- 
genden eindeutig bestimmten Bogen, dessen Tangente den vorge- 
schriebenen Werth hat. 

Wird nun die Differenz 

/•(<p)-i£,Aarctg(-^^^^y) (V = 1, 2, ... m) 

gebildet und mit fo{(p) bezeichnet, so ist durch diese Festsetzung die 
Function fo{(p) fiir alle Werthe von 9, mit Ausnahme der den Wer- 
then q>y congruenten, als eine endliche, stetige und eindeutige Func- 
tion ihres Argumentes erklärt, und zwar besteht für alle Werthe von 
V die Gleichung 

Wird daher fiir diejenigen Werthe von 9, auf welche die Erklärung 
der Function fo((p) sich nicht erstreckt, die ergänzende Bestimmung 
getroffen, es solle, wenn (p^q>y (mod. 2x) ist, der Werth der Function 
durch die Gleichung 

bestimmt werden, so genügt die durch diese erweiterte Definition für 
alle reellen Werthe von q> eindeutig erklärte Function f^{(p) in voller 
Strenge den in § 5 angegebenen Bedingungen. 

Es werde nun angenommen , für alle Punkte der Fläche S des 
mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, mit Aus- 
nahme einer endlichen Anzahl von Punkten des Randes, nämlich der 
Punkte JSy = e"^"^*, sei eine reelle Function u der beiden reellen Ar- 
gumente X und y so erklärt, dass dieselbe für diese Fläche S mit 
Ausnahme der angegebenen Punkte des Randes den in § 1 
angegebenen Bedingungen I genüge und längs des Randes mit Aus- 
nahme der Punkte js^ mit der Function f(q>) übereinstimme. 

Dies ist aber so zu verstehen: man denke sich für jeden der 
singulären Punkte ein Gebiet construirt, welches denselben ganz in 
seinem Inneren enthält, und dessen Begrenzung eine beliebige Gestalt 
haben darf; am einfachsten ist es, jeden der singulären Punkte als 
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Mittelponkt einer Kreisfläche mit dem Radius q zu betrachten, wo q 
eine veränderliche Grösse bezeichnet, welche keiner anderen Bedin- 
gung unterworfen ist, als positiv und von verschieden zu sein. 
Werden nun alle diejenigen Theile des Gebietes S ausgeschieden, 
welche im Inneren eines dieser Kreise liegen, so soll die Function m, 
wie klein auch q gewählt werden möge, für den übrigen Bereich den 
Bedingungen I in aller Strenge genügen und auf dem frei gebliebe- 
nen Rande von S mit f{q>) übereinstimmen. 

Es wird nun von dem Verhalten der Function u in der Nähe 
der singulären Punkte abhängen, t)b die Function u durch ihre Rand- 
werthe m(1, 9) = f{q>) und die übrigen Bedingungen bestinunt ist, 
und in wiefern eine, der in § 4 angegebenen analoge Schlussweise 
auch in diesem Falle gestattet ist. 

Es bezeichne B eine von r, 9, ^ unabhängige, veränderliche Grösse, 
deren Veränderlichkeit zunächst auf solche Werthe beschränkt wird, 
die kleiner als 1 sind. Dann ist nach der am Anfange dieses Pa- 
ragraphen angeführten Formel für alle Werthe von r, welcher klei- 
ner als R sind, 

Wenn nun die Function u in der Nähe der singulären Punkte 
sich so verhält, dass geschlossen werden kann, es gehe das Integral 
auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung für lim J2 = 1 
stetig in das Integral 

2^1 ^(^)l-2rcos(V;-9)+r«^^ 

über, so wird — und nur in diesem Falle — die Schlussweise des § 4 
mit ihren Folgerungen sich unverändert auf den vorliegenden Fall 
übertragen lassen. 

Ein zur Vorsicht mahnendes, sehr einfaches Beispiel zeigt, dass 
dieser Schluss nicht ohne eine specielle Voraussetzung zulässig ist. 

Man setze 

(j ^\ j f'^ 

wo der vorgesetzte Buchstabe 91 nach der Bezeichnungsweise des 
Herrn Weierstrass bedeutet, dass der reelle Theil des nachfolgen- 
den Ausdruckes genommen werden soll. 

Seliwftri, OMunmelte Ablumdliisgoii. n. 13 
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Die Curven constanter Werthe von u bilden eine Schaar von 
Kreisen, welche einander und die Begrenzung von S im Punkte 
je^ = — 1 berühren. Mit Ausnahme dieses Punktes, für welchen die 
Function nicht erklärt ist, genügt dieselbe für die Fläche S den 
Bedingungen I und hat auf dem Rande von S überall, wo sie erklärt 
ist, den Werth 0. Es steht daher frei, den Wöfth von u für den 
Punkt jgr = — 1 durch eine besondere Definition zu fixiren, und zwar 
möge m(1, ä) = gesetzt werden. Dann ist 

1 r' .. .. ^ l-r 



27t 



j '^^^^^) 1^2Tcos(J-y)+r» ^» 



für jeden Werth von r und q> gleich und stimmt also mit der vor- 
her erklärten Function nicht überein. Unter den angegebenen Fest- 
setzungen ist demnach ein Grrenzübergang aus dem über die Peri- 
pherie des Kreises mit dem Radius R zu erstreckenden Integrale in 
das über den Rand von S zu erstreckende Integral nicht gestattet. 
Der Grund hiervon liegt in dem Umstände, dass in diesem Falle der 
Werth von «(r, 9?) bei der Annäherung des Punktes £f = rc^ an den 
Punkt ^ = — 1 unendlich gross,^ oder näher bestimmt, unend- 
lich gross erster Ordnung werden kann. 

Bei Anwendung des von Herrn Prym gewählten Systems von 
Polarcoordinaten p, r mit dem Pole z = —1 ergibt sich : 



— » 



und 

1-r» _/l-^\ _/ 2 \ . 2sinr 



= « (fef ) = »- (tttH = 



— 1. 



l+2rcosg? + r^ 

Anders verhält es sich in dem folgenden Falle. Es werde gesetzt 

*/ X M y ^ rsinop cn loß(l+^) 

M* (r, w) = arc tg V7— = arc tg ^r- ^^— = 91 — ^-^ . ^ = 1«— r. 

Das System der Linien, längs welcher u* constante Werthe hat, 
ist ein geradliniges Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt im Punkte 
z = — 1 liegt. Auch in diesem Falle ist die Function u* für den 
Punkt z = — 1 nicht erklärt. Von dem vorhergehenden Falle 
unterscheidet sich aber der gegenwärtige wesentlich dadurch, dass 
die Function u* bei der Annäherung an den singulären Punkt end- 
lich bleibt; denn, ein wie kleines, den Punkt z = — 1 enthaltendes 
Gebiet man auch aus der Fläche S ausscheiden mag, für das übrig 



Zur Iniegration der partiellen Differentialgleichung Ju — 0. 195 

bleibende Gebiet genügt die Function w* den Bedingungen I (sogar 
den engeren Bedingungen II), und der absolute Betrag von m* über- 
scbreitet nirgends den Werth \Tt, 

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass für die Function w* 
der erwähnte Grenzübergang mit voller Strenge gestattet ist. Um 
jedoch dem Beweise gleich eine etwas allgemeinere Fassung zu ge- 
ben, möge die Grösse, w^elche der absolute Betrag von w* nirgends 
überschreitet, mit g bezeichnet werden. 

Es gilt, wenn li dieselbe Bedeutung hat, wie vorher, für alle 
Werthe von r, welche kleiner als B, sind, und für alle Werthe von 
9 die Gleichung 

1 C^ R^—r* 

"* ('•' ''^ = 2^i "* (^' ^^ ^^=^2^;^ ^sTvT-^^Hi^ ^'^- 

Bei dem Uebergange von R in den Werth 1 hört die Stetigkeit der 
Function u* (i?, ^) bei dem Werthe iif = n auf. Man ersetze daher 
— diese Unstetigkeitsstelle in das Intervall it—d'-»7C + d ein- 
schliessend, wo 8 eine positive Grösse bezeichnet — das Intervall von 
bis 2% durch zwei andere Intervalle, nämlich durch das Intervall 
von — « + d bis ä— d und das Intervall von ä— d bis jr + d, welche 
Ersetzung wegen der Periodicität der Function tt* (U, ^) als Function 
von ^ gestattet ist. 

Das dem ersten Intervalle entsprechende Integral ist zufolge der 
Voraussetzung sicher eine stetige Function von B, und zwar ein- 
schliesslich für den Werth U = 1. 

Man kann daher das dem ersten Intervalle entsprechende Inte- 
gral der Summe 

2^£j«*^l'^) l-2rJs7r-y)-f-r' '^^+^' 

gleichsetzen; und zwar bedeutet in dieser Gleichung b^ eine Grösse 
von der Eigenschaft, dass nach vorausgegangener Annahme von 8 
über die Kleinheit des absoluten Betrages von s^ durch die Festsetzung 
verffigt werden kann, die Differenz 1— iJ dürfe eine gewisse Grenze 
Q nicht überschreiten. 

Da nun die Function m* zufolge der Voraussetzung an keiner 
Stelle dem absoluten Betrage nach die Grösse g überschreitet, so 
kann man setzen 

13* 
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1 r"'^ 1— r' 

1 /^'^ 1— y* 

Q— / W*(l, ^) -q ö T, Vl—i d^ + f,, 

wobei für tt* (1, 7t) und m* (1, — n) die Werthe u* (1, % — 0) und 
w*(l, — Ä+0) einzusetzen sind (die Bezeiclinung erläutert die Art 
des Grenzüberganges), und wobei £, dem absoluten Betrage nach 

kleiner als ^-^ - ist. 

1 — r 

Der Werth des dem zweiten Intervalle entsprechenden Integrales, 

welcher mit £, bezeichnet werden möge, ist dem absoluten Betrage 

JR+r 
nach kleiner als g -^ ö. 

Hieraus ergibt sich die Gleichung 



Da nun über die Kleinheit des absoluten Betrages von «, und 
von £,, also auch von s^+s^ durch gehörig kleine Wahl von d, und 
nach getroiFener Wahl von S durch gehörig kleine Wahl von p, be- 
ziehungsweise 1 — iZ, über die Kleinheit des absoluten Betrages von 
«1 verfugt werden kann, und da überdies der Werth der Differenz 
auf der linken Seite der vorstehenden Gleichung von der Wahl der 
Grössen 8 und R überhaupt unabhängig ist, so folgt, dass jene Diffe- 
renz den Werth hat. Dieses sollte bewiesen werden. 

Dem vorstehenden Beweise ist gleich eine solche Fassung gege- 
ben worden, dass derselbe ohne Schwierigkeit auf den Fall ausge- 
dehnt werden kann, in welchem eine Function tt* für die Fläche S 
eines Kreises mit dem Radius R mit Ausnahme einer endlichen An- 
zahl von Punkten des Randes (^^ = -Re^"*, v = 1, 2, • • • m) so er- 
klärt ist, dass dieselbe für alle übrigen Punkte den Bedingungen I 
genügt, wenn ausserdem bekannt ist, dass der Werth von w* bei der 
Annäherung des Punktes z an einen der singulären Punkte des Ran- 
des stets endlich bleibt, d.h. eine bestimmte endliche, von dem Grade 
jener Annäherung unabhängige Grösse g dem absoluten Betrage nach 
niemals überschreitet. 

Die hieraus sich ergebenden Schlüsse sind den in den beiden 
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letzten Absätzen des § 4 gezogenen völlig analog. Die Function u* 
ist also durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt. 

Dieser Beweis unterscheidet sich in mehrfacher Beziehung von 
dem Beweise, den Herr Prym in dem §5 seiner oben erwähnten 
Abhandlung gegeben hat^ insbesondere dadurch , dass über die Art 
der Unstetigkeit der Function w*, beziehungsweise deren Vieldeutig- 
keit bei der Annäherung des Punktes z an einen singulären Punkt 
des Bandes keine andere Voraussetzung gemacht wird als die, dass 
bei der Annäherung an die singulären Punkte die Function t** im er- 
klärten Sinne endlich bleibe. 

Auch Herr Carl Neumann macht (Berichte der Königlich Säch- 
sischen Gesellschaft der Wissenschaften, math.-phys. Classe, Jahrgang 
1870, S. 278 und 279) eine solche specielle Voraussetzung. 

Jede solche im Voraus gemachte specielle Annahme über die Art 
des Verhaltens einer Function u bei der Annäherung an einen sin- 
gulären Punkt unterliegt jedoch, wenn dieselbe mehr enthält als die 
unerlässliche Forderung, dass die Function bei der Annäherung end- 
lich bleibe, wie mir scheint, nicht unerheblichen Bedenken. Sobald 
nämlich nur die Endlichkeit der Function u in der Nähe des singu- 
lären Punktes gewiss ist, zeigt sich, dass die gesuchte Function u 
durch diese und die übrigen Bedingungen bereits bestinunt ist, so 
dass sich also eine vorhergehende speciellere Annahme als unnöthig 
erweist. Ueberhaupt scheint mir das Verhalten einer Function u in 
der Nähe eines solchen Punktes, wenn deren Endlichkeit in der Um- 
gebung desselben vorausgesetzt wird, Gegenstand der Untersuchung, 
nicht aber Gegenstand der vorhergehenden freien Verfügung zu sein, 
da jede andere specielle Annahme, als diejenige, die die Herren Carl 
Naumann und Prym gemacht haben, zur Folge haben würde, dass 
keine Function existirt, welche den gestellten Bedingungen genügt. 

Dass aber andererseits die Annahme, welche Herr Carl Neu- 
mann gemacht hat, nicht allgemein genug ist, zeigt sich, sobald 
die Begrenzung des Bereiches T Spitzen enthält, denn für diese 
reicht die von Herrn Carl Neumann gemachte Annahme nicht 
mehr aus. An die Stelle derselben würde eine Annahme treten müs- 
sen , welche mit einem an anderer Stelle ausgesprochenen Lehrsatze 
(Siehe Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, Jahrgang 1870, S. 777) *) sich in Einkkng befindet. — 



^) Siehe S« 168 dieses Bandes. 
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Durch den vorhergehenden Beweis ist insbesondere auch die 
Richtigkeit der Gleichung 

^ rsiny 1 r*!^ l-r» 

•^^l+rcosy = ^l^ 2^ 1-2rcos.>-y}-hr» ^* 

for alle Werthe von r. welche kleiner als 1 sind, bewiesen, eine 
Gleichung, welche übrigens leicht auch anf anderem Wege Termittelst 
Beihenentwickelnngen erhalten werden kann. 

Wird nun in dieser Gleichung die Variable ^ mit ar — (9—9,) 
vertauscht, und die Function, in welche der Ausdruck auf der linken 
Seite hierdnrdi übergeht, mit «f bezeichnet, so ergibt sich die Glei- 
chung 

^ rsin y^y,^ _ 1 f" 1 l^^ . 

•C-arvngj_^^^_^^-^j^ 2 ^ l-.2rcos r-:»+y y.)+r« ^* 

= ^jr^^^«(tgj,i-y. ) l-ärci"c-r +r« *^- 
von wi&kher im folgenden Paragraphen Gebraudi gemacht werdoi wird. 



5 ^ 



Es handelt sich nun darum, analog der in § durchgeführten 
TTntersiciiung den E3dstei:zbeweis xu tuhr>»i. und das Verhalten des 
die gesuchte Function darstellenden Integrals in der Nike der sin- 
culiren Punkte £, = ^''* n uniersuchen, in wekh<£ entweder die 
Reihe der v.^rges*:nriebenen Randwerthe eine StetigkeiisvnterbKdiung 
^rt^ytrr , ooer die Stetigkei: der Funodon »* ungewiss ist. 

Pie Unters:! :hanz lisst >icn leicht auf den in ^ o betrachteten 
Fall KtrickÄir^n. Unter Be::eLAltcng der zbrtgen in § 7 oklarten 
Be»iciin::nc«i zi:^^* die F:invti:n ■* r.^ rlr alie Werthe von r, 
wiälche kle^ als I sind. I:::r^:i die G-Iei.h^mg 






vrfr 



und Ar r = 1 ixr:i die G:ei:2i:i=^ %* l.c = * w\ so«it diese 

Ttam "Ol einen :estini:itcn Mnn -.a- e-^s-^-.. 

2RI *ntersti*:iien 
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Zu diesem Zwecke werde an die Stelle von f{ilf) die Summe 



fW = fM) + \ i:,Aarctg(-^-^) 



( 1^ = 1 , 2, ... m) 



(s. den vorhergehenden Paragraphen) gesetzt; hierdurch geht der 
Ausdruck für u*{r,fp) in eine Summe von m + 1 ebenso gebildeten 
Integralen über. Bezeichnet man nun das dem ersten Grliede /*o(^) 
entsprechende Integral, welches sich ganz im Falle des in § B be- 
trachteten befindet, mit u^{r^q>) oder mit w^, die übrigen dagegen ge- 
mäss der letzten Gleichung in § 7, so ergibt sich 

ti* =s u^^ — Z^AyU* (k = 1, 2, ... m). 

Durch diese Darstellung ist die Stetigkeit der analytisch darge- 
stellten Function m* längs des Randes mit Ausnahme der Umgebung 
der singulären Punkte z„ = e*"»* bewiesen, und gleichzeitig die Art 
des Verhaltens dieser Function in der Umgebung dieser Punkte cha- 
rakterisirt. In der Umgebung eines singulären Punktes z^ = c^»'* un- 
terscheidet sich nämlich die Function w* von der Function — -4^m* nur 

um eine in diesem Punkte vollkommen stetige Function. 

Hiermit ist also die Existenz einer den angegebenen Bedingun- 
gen genügenden Function dargethan, und zwar hat sich hierbei er- 
geben, dass die besondere Art ihres Verhaltens in der Nähe der 
singulären Punkte in dem betrachteten Falle eine Folge der übrigen 
Eigenschaften ist. 

Die dargestellte Function genügt also für das Grebiet, für wel- 
ches sie erklärt ist, mit Ausnahme derjenigen singulären Punkte 
0^ = c''»^* des Randes , für welche die entsprechende (Trosse A^ von 
verschieden ist, im angegebenen Sinne den Bedingungen I, stimmt 
für alle Punkte des Randes, mit Ausnahme der erwähnten singulären, 
mit der gegebenen Function f{q)) überein und bleibt zugleich bei der 
Annäherung an jene singulären Punkte endlich. 

Der hier mitgetheilte Beweis, der übrigens ebensowenig wie der 
im vorhergehenden Paragraphen vorgetragene darauf Anspruch macht, 
neue Gedanken zu entlialten, scheint mir etwas einfacher zu sein als 
derjenige, dessen Herr Prym in seiner mehrfach erwähnten Abhand- 
lung sich bedient hat. 

Wird nun die Voraussetzung gemacht, dass A^ für einen speciel- 
len Werth von v gleich sei, so liegt in dem Vorhergehenden be- 
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reits zugleich der Beweis dafür, dass die einzige, den übrigen Be- 
dingungen genügende Function in der Umgebung des Punktes jsf^ 
ebenfalls stetig ist, während bei der Herleitung (s. § 7) die Ste- 
tigkeit in diesem Punkte ungewiss gelassen und nur festgesetzt war, 
dass die Function in der Umgebung dieses Punktes endlich bleiben 
solle. *) 

Es gilt auch hier die Bemerkung, dass, wenn an die Stelle der 
Kreisfläche mit dem Radius 1 eine solche tritt, deren Radius R ist, 

dann in der aufgestellten Formel -^ an die Stelle von r zu setzen ist. 

Bezeichnet nun g die obere, k die untere Grenze aller der- 
jenigen Werthe, welche die Function f{q)) annehmen kann, von der 
vorausgesetzt werden möge, dass sie nicht constant sei, so ist von 
den Differenzen f{q>)—g und f{q>)—h die erste nie positiv, die zweite 
nie negativ. Hieraus folgt, dass von den beiden Differenzen ^(r,^))— </ 
und M(r, g))— fc, wenn r <: 1 ist, die erste nur negative, die zweite 
nur positive Werthe annehmen kann, da diese Differenzen beziehlich 
mit den Integralen 

1 /•*'* 1 — r' 

M (/"W-g) ii:2rTo8T »-y)+r' ^» 
und 

Übereinstimmen . 



*) Es kann crwülmt werdcu, dass dieser Satz sich folgendermassen verallgemei- 
neru lässt: Wcun für irgend einen von einer endlichen Anzahl analytischer Linien 
begrenzten Bereich T mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten im Inneren 
oder auf dem Rande eine Function u so erklärt ist, dass dieselbe 

1. für den Bereich T mit Ausnahme jeuer Punkte, für welche es ungewiss oder 
noch unentschieden ist, im angegebenen Sinne den Bedingungen I genügt, 

2. bei der Annäherung an jene Punkte endlich bleibt, während 

3. hebbare Unstetigkeiten ausgeschlossen bleiben, 

so ist diese Function in Folge dessen auch für alle inneren Punkte und für diejeni- 
gen Punkte des Randes stetig, in welchen die Reihe der Randwerthe eine Stetigkeits- 
unterbrechung nicht erfährt. 

Auf den strengen Beweis dieses Satzes kann ich jedoch, soweit sich derselbe 
auf solche singulären Punkte bezieht, die am Rande liegen, in dieser Mittheilong 
nicht eingehen, da derselbe mich hier zu weit vom nächsten Zwecke entfernen wtlrde; 
ich muss mich daher damit begnügen , hinsichtlich dieses Beweises auf die in den 
Monatsberichten der Krmiglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 
1870, Seite 775—777 gegebenen Andeutungen zu verweisen. 

(Siebe S. 152—154 dieses Bandes.) 
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Es liegt daher der Werth von u für einen inneren Punkt von 
S stets zwischen g und k, d. h. zwischen dem Werthe der oberen 
und dem Werthe der unteren Grenze aller derjenigen Werthe, welche 
diese Function längs des Bandes von S annehmen kann. 

§9. 

Den Inhalt dieses und des folgenden Paragraphen entnehme ich 
einer Abhandlung über die Integration der partiellen Differential- 
gleichung z/m = 0, welche ich im November 1869 Herrn Kronecker 
und Herrn Weierstrass mitgetheilt habe. Der zunächst befolgte 
Gedankengang ist demjenigen, welchen Riemann im 54. Bande die- 
ses Journals auf S. 101 und 102 (S. 1 und 2 des Sonderabdruckes) *) 
entwickelt hat, und der, wie bekannt, in der Theorie der analytischen 
Functionen häufig zur Anwendung gelangt, vollkommen entsprechend. 
Es freut mich, feststellen zu können, dass ich mich in diesem Theile 
der Untersuchung hinsichtlich der Methode der Beweisführimg mit 
Herrn Carl Neumann ganz in Uebereinstimmung befinde. Man 
vergl. Mathematische Annalen von Clebsch und Neumann, Bd. 3, 
S. 338—339 (October 1870) und Monatsberichte der Königlichen Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1870, S. 770— 771. **) 

Unter den Bedingungen I sei für den Bereich T eine Fxmction u 
definirt ; im Inneren von T denke man sich einen Kreis , dessen Mit- 
telpunkt die Coordinaten x^ und y^ haben möge, dessen Radius gleich 
ü ist, und dessen ganze Fläche dem Inneren von T angehört. 

Für die Fläche dieses Kreises ist die Function u den Bedingun- 
gen n gemäss erklärt ; es ist also nach dem Vorhergehenden die Exi- 
stenz höherer Ableitungen von u für alle inneren Punkte x^j y^ des 
Gebietes T, sowie die Entwickelbarkeit des Werthes von u für die 
dem Punkte ar^, y^ benachbarten Punkte a:, y nach Potenzen von x-^x^ 
und y — y^, beziehungsweise nach Producten aus Potenzen von 



und den Sinus und Cosinus der gleichnamigen Vielfachen von 

w = arctg-^^- 
eine nothwendige Folge der Voraussetzungen I. 



♦) Bernhard Riemann, Gesammelte Werke, S. 80— 81. 
**) Siehe S. 147—148 dieses Bandes. 
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Die Zahlencoefficienten der einzelnen Grlieder des Fonctionenele- 
mentes u(r,q))j welches die Werthe von u für alle in der Umgebung 
des Punktes x^, y^ liegenden Punkte darstellt, sind unabhängig von 
der Grösse des Radius R desjenigen Kreises, welcher zur Bestim- 
mung dieses Functionenelementes gewählt wird; denn zwei Functio- 
nenelemente, hergeleitet mittelst zweier Kreise, welche die Radien 
JB und JR' haben, wo B' :> B ist, müssen für alle Werthe von r <:: B 
mit einander übereinstimmen, und hieraus folgt die Gleichheit aller 
entsprechenden Glieder beider Elemente. Es haben daher auch beide 
Elemente denselben Bereich der Convergenz. 

Daher convergirt die nach Potenzen der Grösse r fortschreitende 
Reihe, durch welche ein solches Functionenelement dargestellt wird, 
sicher, wenn r kleiner ist als der kürzeste Abstand des Punktes x^^ y^ 
von der Begrenzung des Bereiches T, beziehlich vom nächsten Punkte, 
für welchen die gestellten Bedingungen zu gelten aufhören. 

Hieraus wird gefolgert : Wenn zwei Functionen Uj und w, , welche 
für zwei Bereiche T, und T,, die ein einfach zusammenhängendes 
Gebiet T* von zwei Dimensionen gemeinsam haben, den Bedingun- 
gen I genügen, in einem noch so kleinen Theile dieses gemeinsamen 
Gebietes mit einander übereinstimmen, so stimmen sie für alle Punkte 
desselben mit einander überein, lassen sich unter Beibehaltung der 
Bedingungen I beide simultan gleich weit analytisch fortsetzen und 
stimmen längs jeder solchen Fortsetzung mit einander überein. 

Um diesen Schluss machen zu können , ist es nach dem Vorher- 
gehenden nur nöthig, zu wissen, dass die beiden Functionen auf der 
Peripherie eines Kreises mit einander übereinstimmen, für dessen 
Fläche beide den Bedingungen I gemäss erklärt sind. 

Wenn daher eine Function u im Inneren von T in einem noch so 
kleinen Bereiche von zwei Dimensionen oder auf der Peripherie eines 
Kreises mit beliebig kleinem Radius, dessen Inneres ganz im Inneren 
von T liegt, für welches Gebiet die Function u den Bedingungen I 
genügt, constant ist, so ist diese Function, soweit sie unter Auf- 
rechterhaltung der Bedingungen I fortgesetzt wird, constant. 

§ 10. 

Der Werth w(0) einer Function «(r,^)) für den Mittelpunkt eines 
Kreises, für dessen Fläche diese Function den Bedingungen I gemäss 
erklärt ist, ist gleich dem über die Peripherie des Kreises zu er- 
streckenden Integrale 
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1 r^ 



2n 

also gleich dem arithmetischen Mittel aus allen den Werthen, welche 
die Function u auf der Peripherie des Kreises annimmt. Wenn nun 
die Function u überhaupt nicht constant ist, so muss es unter den 
Werthen, welche diese Function längs der Peripherie des Kreises 
annimmt, sowohl solche geben, welche grösser sind als der Werth 
14(0), als auch solche, die kleiner sind, und zwar gilt dieser Schluss, 
wie klein auch der Radius des Kreises sein möge. 

Hieraus folgt: Wenn die Function u nicht constant ist, so gibt 
es für jeden inneren Punkt von T solche benachbarten Punkte, für 
welche u einen grösseren, und solche, für welche u einen kleineren 
Werth besitzt als für den erstbetrachteten Punkt. 

Es kann also der Werth der Function u für keinen inneren Punkt 
des Gebietes ein Maximum oder Minimum sein. (Vergl. Riemann's 
Inauguraldissertation, Art. 11. m.) 

Nun ist nach den Voraussetzungen I der Werth von u endlich, 
stetig und eindeutig erklärt für alle Punkte von T, einschliesslich 
der Begrenzung. Folglich gibt es für diese Werthe eine obere 
Grenze g. 

Nach einer Beweismethode, welche Herr Weierstrass in sei- 
nen Vorlesungen über die Theorie der analytischen Functionen mit- 
zntheilen pflegt, lässt sich zeigen, dass es in der Ebene des Gebietes 
T mindestens einen Punkt e' von der Beschaffenheit gibt, dass, 
wenn ein beliebig kleines Gebiet, ein Theil von T, in der Umgebung 
des Punktes / abgegrenzt wird, die obere Grenze aller derjenigen 
Werthe von w, die zu Punkten dieses Gebietes gehören, ebenfalls 
noch g ist. 

Keiner dieser Punkte kann im Inneren von T liegen, denn er- 
stens würde in einem solchen Punkte wegen der vorausgesetzten 
Stetigkeit der Function u die obere Grenze <j wirklich erreicht, 
zweitens müsste es dann — wenn u nicht überhaupt constant ist — 
in der Umgebung jenes Punktes noch grössere Werthe von n geben, 
entgegen der Voraussetzung, dass y die obere Grenze ist. 

Es liegen also alle jene Punkte r' ausserhalb des Inneren 
von T. 

Da die Begrenzung . von T nach der Voraussetzung aus Stücken 
analytischer Linien besteht, welche in jedem Pimkte den Charakter 
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einer algebraischen Curve haben, und eine solche Linie jeden Punkt 
der Ebene, dem sie unendlich nahe kommt, wirklich erreicht, so liegt 
jeder der Punkte e' in der Begrenzung von T, und wegen der Ste- 
tigkeit von u wird die obere Grenze g in jedem dieser Punkte a' 
wirklich erreicht. 

Auf analoge Weise wird gezeigt, dass die untere Grenze i 
aller Werthe von u mindestens in einem Punkte der Begrenzung, 
aber in keinem inneren Punkte von T wirklich erreicht wird. 

Also liegen, wenn u nicht constant ist, alle Werthe, welche die 
Function u für die inneren Punkte des Bereiches T unter den ange- 
gebenen Voraussetzungen I annehmen kann, zwischen dem grössten 
Werthe g und dem kleinsten Werthe k unter denjenigen Werthen, 
welche diese Function auf der Begrenzung von T annimmt. 

Hieraus folgt, dass eine Function u^ welche unter den Bedingun- 
gen I für einen Bereich T erklärt ist und für alle Punkte der Be- 
grenzung den Werth hat, auch für alle inneren Punkte von T den 
Werth hat. 

Und: 

Wenn zwei Functionen m und u^ für dasselbe Gebiet T den Be- 
dingungen I genügen und für alle Punkte der Begrenzung des Ge- 
bietes mit einander übereinstimmen, so stimmen sie in ihren Werthen 
ganz mit einander überein. 

Wenn es daher eine Function u gibt, welche für einen gegebenen 
Bereich T den Bedingungen I genügt , und in jedem Punkte der Be- 
grenzung einen vorgeschriebenen und längs derselben stetig sich än- 
dernden Werth besitzt, so gibt es nur eine solche Function.*) 

§ 11. 

Wenn die Integration der partiellen Differentialgleichung du = 
für die Fläche eines Kreises durchgeführt ist, so hat es keine Schwie- 
rigkeit, die analogen Untersuchungen für den Fall eines von zwei 



"*) Die in diesem Paragraphen enthaltenen Sätze lassen eine solche Verallgemei- 
nerung zu, dass sie auch noch den Fall umfassen, in welchem die Stetigkeit der 
Function u für eine endliche Anzahl von Punkten des Bereiches T entweder aufhört, 
oder ungewiss ist, vorausgesetzt, dass die Function u bei der Annäherung an diese 
Punkte endlich bleibt, und ohne dass es nöthig ist, über das Verhalten der Function 
u in der Nähe der singuläreu Punkte eine spccicllc Voraussetzung zu machen, 
vergl. § 8. 
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concentrischeii Kreisen begrenzten Ringgebietes denselben Anforde- 
rungen der Strenge entsprechend auszuführen. 

Es seien r = 1 und r = JB , wo JB > 1 sein möge , die Radien 
der das Ringgebiet begrenzenden concentrischen Kreise, 'und es seien 
die Grenzbedingungen der Einfachheit wegen 

u{R,q>) = f{q>), t«(l,g)) = 0, 

auf welchen Fall bekanntlich der allgemeinere leicht zurückgeführt 
werden kann. Die Function f{q)) habe dieselben Eigenschaften wie 
in §7. 

Für diesen Fall ergibt sich nach den bekannten Methoden (vergl. 
die schon in § 4 angeführte Abhandlung des Herrn Carl Neumann, 
dieses Journal, Bd. B9) : 

r loff T f*.~^f~^ 

^{^y y) = J^'JögR'^^'^ Br-R"' (a^sinmy + ft^coswy), (m = l,2,...oo) 

wo a^ und b^ durch die Gleichungen 

1 r^^ . 1 /'+'' 

a^ssz — j f{tl;) sin mtlfdilfj b^ = — l f{f)coamilfdilf 

bestimmt sind. 

Diese Reihe ist für Br^ <:r <:R unbedingt und für alle Werthe 
der Grösse (p in gleichem Grade convergent, und die durch diese 
R^ihe dargestellte Function genügt, als Function von x und y be- 
trachtet, für das Innere des Bereiches, für welchen sie erklärt ist, 
der Differentialgleichung z/u = 0. Da die Kreislinie r = 1 im In- 
neren des Convergenzgebietes liegt, so folgt die Stetigkeit der 
Function in der Nähe des Werthes r = 1 aus den bekannten Sätzen 
über die Stetigkeit von Potenzreihen im Inneren ihres Convergenz- 
bereiches. Für r = 1 ist in der That M(r, 9) = 0. 

Es bleibt also nur noch übrig, zu beweisen, dass diese Function 
für lim r = iJ, mit Ausnahme derjenigen Punkte , in denen die vor- 
geschriebenen Randwerthe eine Stetigkeitsunterbrechung erfahren, 
stetig in die Function f{q)) übergeht. 

Zu diesem Zwecke subtrahire man von der Function w(r, 9) die 
Function 

1 r"* 

«i(^»9>) = 2^*0 + -^- ;ß- (a.,sinw?g)+6^cosw?9), (m = 1,2,.. .qo) 

welche (vergl. § 6) für r<:R mit 
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2;rjf '^^^ Il'^2Iircos{t-q>) + r'^ 

übereinstimmt, xind deren Stetigkeit aus dem Beweise in § 8 in dem 
dort angegebenen Umfange folgt. Es zeigt sich, dass der Conver- 
genzbereich der Potenzreihe , welche mit Hinzunahme eines Gliedes, 
das dem Logarithmus von r proportional ist, die Differenz w— w^ dar- 
stellt, weiter ist als derjenige Bereich, für welchen die in den 
Ausdrücken für u und für u^ vorkommenden Potenzreihen gleichzeitig 
convergiren , da dieser Convergenzbereich sich , ausschliesslich der 
Grenzen, von r = Er^ bis zu r = JJ' erstreckt. Da hiemach die 
Kreislinie r = R nicht mehr an der Grenze, sondern innerhalb 
des Convergenzgebietes der Reihe für den Ausdruck 

1 , logr 
"-"-2*» -bis 

liegt, so folgt hieraus die Stetigkeit dieser Function in der Umgebung 
von r = R'j überdies ergibt sich, dass die Function w— m^ für r = U 
den Werth hat. 

Es genügt daher die dargestellte Function den gestellten Bedin- 
gungen. Dieselbe ist zugleich die einzige , welche diese Eigenschaft 
besitzt. Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich für den Fall, 
in welchem die Function u fiir alle Punkte des betrachteten Gebietes 
den Bedingungen I genügt, aus § 10. 

§ 12. 

An die in den Paragraphen 9 und 11 enthaltenen Entwickelun- 
gen können nun leicht Betrachtungen angeschlossen werden, welche 
denjenigen in vieler Beziehung analog sind, die in der Theorie der 
Functionen complexen Argumentes mit dem Cauchy sehen und dem 
Laurentschen Satze über die Entwickelbarkeit einer Function in 
eine nach Potenzen der unabhängigen Variablen fortschreitende Reihe 
verbunden werden und für diese Theorie fundamentale Bedeutung 
haben. 

Wenn eine Function u für das Innere eines mit beliebig grossem 
Radius R um den Nullpunkt als Mittelpunkt beschriebenen Kreises 
den Bedingungen I gemäss erklärt werden kann, so ist dieselbe für 
jeden beliebig grossen Bereich durch eine, für alle endlichen Werthe 
von X und y convergirende Reihe darstellbar. 
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Wenn nun überdies bekannt ist, dass dabei der Werth der Func- 
tion Uj wie gross auch JB sein möge, dem absoluten Betrage nach 
kleiner bleibt als eine endliche (von R unabhängige) Grösse g, so ist 
u eine Constante. 

Wird nämlich der Grösse r ein bestimmter endlicher Werth bei- 
gelegt, und ist JB grösser als r, so ergibt sich : 

Da nun sämmtliche Elemente dieses Integrals dem absoluten Betrage 

2(7^ 

nach kleiner sind als -r^ — d%l) , so ist der absolute Betrag von 
«(r,9))-Tu(0) für alle Werthe von fp kleiner als -^_j-. Hieraus er- 
gibt sich, dass diese Differenz für unendlich grosse Werthe von R 
unendlich klein wird; da dieselbe jedoch von dem Werthe von JR 
ganz unabhängig ist, so folgt, dass sie den Werth hat. Aus 
§ 9 folgt daher, dass die Function u unter den angegebenen Voraus- 
setzungen überhaupt für alle Punkte der Ebene denselben constanten 
Werth t*(0) besitzt. Dieser Satz ist als ein Fundamentalsatz zu 
betrachten und ist dem entsprechenden Satze in der Theorie der 
Functionen complexen Argumentes analog, den bekanntlich Herr Liou- 
ville zuerst für doppelt periodische Functionen ausgesprochen hat. 
(Comptes rendus de TAcad^mie des sciences, Tome XIX, 1844, 2"» 
semestre, p. 1262.) 

Wenn hingegen unter übrigens unveränderten Voraussetzungen 
nur bekannt ist, dass das Product JJ''*m(JB, y) für unendlich grosse 
Werthe von iJ endlich bleibt, wo fi eine positive Zahl und n die 
nächst grossere ganze Zahl bezeichnet, so ist in analoger Weise zu 
schliessen, dass die Reihe für die Function u{r,q>) nur n Glieder hat: 

u(r,9)) = ^ho-\'S^r'^{a^^mmq>-\-b^Q,o^nup), (m = 1,2,... n — 1) 

dass also in diesem Falle die Function m, als Function von x und y 
betrachtet, eine ganze Function (n— l)ten Grades ist. 

Aus §11 folgt: Wenn eine Function w(r, y) für ein, von zwei 
concentrisehen Kreisen mit den Radien r = iJ, und r = J?,, 22, <: JB^, 
begrenztes Ringgebiet T den Bedingungen I in § 1 genügt und für 
die Punkte der Begrenzung z = R^e''^ und z = JB,c** für jeden Werth 
von q> beziehlich mit den Functionen /", (y) und f^{q>) übereinstimmt, 
so ist diese Function durch diese Bedingungen bestimmt, und es gibt. 
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wenn die Functionen f^{^>) und f^{ip) den in § 5 für die Function /"(y) 
angegebenen Bedingungen genügen, stets eine solche Function. 

Diese Function wird für alle Werthe von r, für welche iJ, <:r < J?, 
ist, analytisch dargestellt durch die Gleichung 

w(r,g,) = K5o + 5;iogr) + 
•\-Il^ j (-4^^*"+ A^r^) sinmg) + ( Bjr*'\- 'B_jr^) cos wy } , ( w = 1, 2, . . . od) 

und zwar haben die in derselben vorkommenden Coefficienten A und 
'S die Werthe 



_ & Mlog-Ri~&,,olog.R, 

^« - log Ä,- log Ä, 



A^ = 



A_^ = ~^'% 



«.„■Br- 


■o.,. 


-B." 







^" - logiJ.-logiJ. ' 



wenn in diesen Ausdrücken 



(fn= 0,1,2,... od) 
(1 = 1,2) 



ö^l«) 1 r^ /T^ .(sinm^), ,_. . ^, . 

6i,«) ^^ (cosmv^) 

gesetzt wird. 

Die angegebene Reihe convergirt unbedingt , wenn JB, <: r <: U, 
ist. Es ist wichtig, zu bemerken, dass eine Function u{rj(p) für den- 
selben Bereich nur auf eine einzige Weise durch einen Ausdruck von 
der angegebenen Form dargestellt werden kann. Für jeden Werth 
von r, für den 22, <: r <: JB, ist, ergeben sich nämlich, wenn der obige 
Ausdruck für u{r,<p) zu Grunde gelegt wird, die Gleichungen 



/ 



2rr 

u{r,(p)d(p = {B^+Bllogr)7t 



und 



/ 



in 



smm< 






da unter den angegebenen Voraussetzungen die Integration an den 
einzelnen Gliedern ausgeführt werden darf. Werden nun in diesen 
Gleichungen der Grösse r zwei von einander verschiedene Werthe R[ 
und R[ beigelegt, für welche E, <: J?i <: -RJ < JJ, ist, und werden die 
Ausdrücke , in welche a^^,^ und b^^^ übergehen , wenn i?{ an die Stelle 
von Ri gesetzt wird, beziehlich mit a{,^ und 6{^ bezeichnet, wobei 
dem Index A wie vorhin der Werth 1 und der Werth 2 beizulegen 
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ist , 80 ergeben . sich hieraiis die Wertlie der Coefficdenten A und B 
eindeutig ausgedrückt dm*ch die (rrösscn a\ h\ R[ und R'^, Die 
so erhaltenen Ausdrücke haben dieselbe Form wie die oben angege- 
benen, in welche dieselben bei dem (xrenzübergange 

limR[ = 7f,, limiZ; = R, 

übergehen. 

Hieraus wird analog wie in g 9 geschlossen : Wenn die Function 

I*, beziehungsweise deren analytische Fortsetzung nicht bloss füi' den 

Bereich 

R,^r^R,, 

sondern für einen noch weiteren Bereich 

der jenen ersten als Theil enthält , den Bedingungen I genügt , so 
convergirt die gefundene Reihe, welche ziu* analytischen Darstellung 
der Function u innerhalb des engeren Bereiches dient, auch noch für 
das Innere des weiteren Bereiches und die Summe derselben stimmt 
mit der Function u oder der analytischen Fortsetzung derselben auch 
in dem weiteren Bereiche über ein. 

Wenn daher eine Function u im das Innere einer Kreisfläche S 
mit dem Radius R^ mit einziger Ausnahme von deren Mittelpunkt 
j? = 0, für den es noch ungewiss ist, den Bedingungen I genügt, so 
ist diese Function darstellbar durch einen Ausdruck von der soeben 
angegebenen Form, und zwar convergirt die in demselben vorkommende 
Reihe für alle Werthe von r, welche kleiner als ii, und von ver- 
schieden sind. 

Wenn nun von dem Verhalten der Function u in der Nähe des 
singulären Punktes jg = weiter nichts bekannt ist, als dass dieselbe 
bei der Annäherung an denselben in dem in § 7 angegebenen Sinne 
endlich bleibt, so kann geschlossen werden, dass die CoeiRcienten 
B'q, A^, B^ einzeln den Werth haben, und zwar folgt dies aus 
dem Bildungsgesetze für diese Grössen, da. bei dem Grrenzübergange 
lim 22, = die Grössen a,„ und b^^ imter der angegebenen Vor- 
aussetzung endlich bleiben. 

Es ist daher, wenn der Werth der Function u auch für den 
Punkt g = durch den Werth der Reihe erklärt wird, die Function 
u unter den angegebenen Bedingungen auch in der Umgebung des 
Punktes b = stetig und genügt mit Einschluss dieses Punktes für 
die Fläche S den Bedingungen I. 
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Man vergl. hiermit Riemann's Inauguraldissertation, Art. 12. 
Tritt an die Stelle der Bedingung 

\n(r,<p)\ <g 
die Bedingung 

wo IL eine positive Zahl bedeutet, .so folgt durch analoge Schlüsse, 
dass der Ausdruck für die Function m, ausser anderen Gliedern, jeden- 
falls nur eine endliche Anzahl solcher Glieder enthält, in denen r zw 
einer Potenz mit negativem Exponenten erhoben ist. 
Zürich, im September 1871.*) 

*) Nach der Einsendung des Textes der obigen Mittheilung und der denselbeiB. 
begleitenden Anmerkungen an den Herrn Herausgeber dieses Journals ist eine Mit— 
theilung des Herrn Christoffel: „Ueber die Integration von zwei partiellen Diffe- 
rentialgleichungen" veröffentlicht worden , welche in Nr. 18 der Nachrichten von der" 
Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen vom 13. September 1871^ 
S. 435—453 abgedruckt ist. 

In dem Inhalte dieser Mittheilung erblicke ich eine Bestätigung für die Auffas- 
sung, dass der früher übliche Nachweis der Stetigkeit der durch das Poissonsche 
Integral oder eine gleichgeltende Formel dargestellten Function in der Nähe des 
Randes den Anforderungen an Strenge nicht vollkommen entspricht , welche in Folge 
der in Bd. 71 d. Journ. veröffentlichten Bemerkung des Herrn Heine, wie mir 
scheint, gestellt werden müssen. 

Ferner dürfte bezüglich einer auf S. 445 derselben Mittheilung enthaltenen Be- 
merkung: „Endlich gehört hierhin di,e Voraussetzung, dass v zweite Derivirten habe, 
was, wenn u-\-vi als Function von X'\-yi definirt wird, nicht gefordert ist und eine 
Folge aus weniger weit gehenden Bedingungen ist" geltend zu machen sein, dass 
Riemann im Art. 12 seiner Inauguraldissertation die Ergebnisse der im Art. 10 
derselben angestellten Untersuchung zunächst nicht auf die Bestandtheile u und vi 
der als Function des complexen Arguments x-\-yi definirten Function ti+ft, sondern 
auf den reellen Theil U = l{udx—vdy) der aus jener durch Integration hervorge- 
henden Function /(m+w) (da: 4-irfy) anwendet, und dass für diesen die oben als Be- 
dingungen I bezeichneten Voraussetzungen erfüllt sind. Als eine Folge des in Art. 10 
der Inauguraldissertation Riemann's bewiesenen Lehrsatzes ergibt sich dann, dass 

f^TJ fiTT 

auch die Functionen -^r— = u, -;=— = — w für das Innere des betrachteten Gebietes 

ox dy 

partielle Ableitungen aller Ordnungen besitzen und der partiellen Differentialgleichung 
Ju = genügen. Hieraus scheint mir aber hervorzugehen, dass die beiden Voraus- 

Setzungen „es ist Ju = 0" und „es ist -^-dx — ^-dy ein vollständiges Differential 

oy ox 

einer Function von x und y" mit Rücksicht auf den vorliegenden Zweck vollkommen 
äquivalent sind. 
März 1872. 



Ueber diejenigen Fälle, in welchen die 

Graussische hypergeometrische Reihe eine 

algebraische Function ihres vierten 

Elementes darstellt. 



Jonnial für reino und aiigowandte Mathütnatik, Band 75, Seite 292—335. 

Die nachfolgende Abhandlung beschäftigt sich mit der Aufgabe: 
Alle Fälle zu ermitteln, in denen der linearen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 

^ ^^ dx^'^ ' x{l-'x) dx x{l^x) y — '' 

von welcher die Gaussische hypergeometrische Reihe 
F{a,ßfyjX) , als Function ihres vierten Elementes be- 
trachtet, ein particulärcs Integral ist, durch eine alge- 
braische Function von x genügt werden kann. 

Die Einleitung der Gauss ischen Abhandlung ^Disquisitiones 
generales circa seriem infinitam** enthält die Angabe einiger Fälle, 
in denen für specielle Werthe von «, /9, y die Function F(a^ ß, y, x) 
eine algebraische Function von x ist. (Gauss Werke Bd. III, S. 127, 
Formel I— V.) 

Eine Programm-Abhandlung des Herrn Kumme r, Osterprogramm 
1834 des Grymnasiums zu Liegnitz: ^De generali quadam aequatione 
differentiali tertii ordinis"^ *) enthält die Entwiekelung einer Methode, 
hypergeometrische Reihen mit einander zu vergleichen, deren letzte 
Elemente durch eine gewisse Differentialgleichung dritter Ordnung 
von einander abhängen. Die Bedeutung dieser in mein» als einer 



*) Abgedruckt im Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 100, 
S. 1—9. 
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Hinsicht bemerkenswertheii Differentialgleichung für die allgemeine 
Theorie der hypergeometrischen Reihe ist bekannt. Ein specieller 
Fall dieser Differentialgleichung, zu welchem eine von dem Grund- 
• gedanken jener Methode etwas verschiedene Gedankenverbindung führt, 
ist für die Losung des hier aufgestellten Problems von wesentlichem 
Einflüsse. 

Die erwähnte Gaussische Abhandlung, die Kumm ersehe Ab- 
handlung: ^Ueber die hypergeometrische Reihe", Bd. 15 dieses Jour- 
nals, die Abhandlung Riemann's: ;,Beiträge zur Theorie der durch 
die Ga u s s ische Reihe -F(a, /S, y, x) darstellbaren Functionen^ (Abhand- 
lungen der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Bd. 7) und die nachgelassene Abhandlung von Gauss (Werke Bd. IH, 
S. 207) bieten verschiedene Mittel dar , um eine grössere Anzahl 
specieller Fälle aufzufinden , in denen F{a, ß^y^x) eine algebraische 
Function von x darstellt; es scheint sich jedoch auf dem Wege der 
Untersuchung, der in diesen Abhandlungen eingeschlagen ist, eine 
allgemeine Methode, nach welcher sämmtliche Fälle dieser Art ermit- 
telt werden könnten, nicht zu ergeben. 

Bei der in Rede stehenden Aufgabe sind zwei Fälle von einander 
zu unterscheiden: 

Erstens: Die Differentialgleichung (A.) besitzt ein particuläres 
Integral , welches eine algebraische Function von x ist ; diese alge- 
braische Function ist jedoch eine solche , dass sie selbst , oder dass 
ihre logarithmische Ableitung eine rationale Function von x ist. 
In diesem Falle ist der Quotient je zweier verschiedenen Zweige 
dieser algebraischen Function eine von x unabhängige, also constante 
Grösse, und es folgt daher aus der Existenz eines solchen algebrai- 
schen particulärcn Integrals nicht die Existenz noch eines zweiten, 
von dem ersten linear unabhängigen algebraischen Integrales der 
Differentialgleichung. 

Zweitens: Die Differentialgleichung besitzt zwei particuläre al- 
gebraische Integrale , deren Quotient nicht eine Constante ist. Hier- 
her gehört auch der Fall, dass ein pai'ticuläres algebraisches Integral 
der Differentialgleichung existirt, dessen logarithmische Ableitung 
nicht eine rationale Function von x ist , weil in diesem Falle auch 
jeder Zweig des algebraischen Integrals ein particuläres Integral der 
Differentialgleichung ist und es dann stets zwei solche Zweige des- 
selben gibt, deren Quotient nicht constant ist. 

Für jeden dieser beiden Fälle ist die Methode der Untersuchung 
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eine andere. Art. I der nachfolgenden Abhandlung beschäftigt sich 
mit dem ersten Falle, die übrigen Artikel, mit Ausnahme von Arti- 
kel HE, betreffen den zweiten Fall. 

Der hauptsächliche Inhalt der Artikel I bis VI war Gegenstand 
einer im August 1871 in der Sitzung der mathematischen Section der 
Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft gemachten Mittheilung, 
welche im Auszuge in den Verhandlungen dieser Gesellschaft, Jahr- 
gang 1871, S. 74—77 veröffentlicht ist.*) 

I. 

Es wird vorausgesetzt, dass die Differentialgleichung der Gauss i- 
schen Reihe ein particuläres algebraisches Integral besitzt, dessen 
logarithmische Ableitung eine rationale Function von x ist. 

Aus der allgemeinen Theorie der Integration linearer Differential- 
gleichungen mit veränderlichen CoeiRcienten (man sehe die Abhand- 
lung des Herrn Fuchs: „Zur Theorie der linearen Differential- 
gleichungen mit veränderlichen Coefficienten^, dieses Joui'nal Bd. 66, 
S. 121) folgt, dass jedes Integral der Differentialgleichung (A.) für 
alle Werthe von x , mit Ausnahme der Werthe :c = , a: = 1 und 
a; = 00, den Charakter einer ganzen Function besitzt, und dass ferner, 
wenn convergente Reihen von der Form 

x-{\^c,x^c,x^^^^^), (l-y(l + ^ + |^ + ---)^ 

(l^:i;)c[l + c,(l^a;)H-c,(l-a:)»H-...] 

particuläre Integrale dieser Differentialgleichung sind, die Exponenten 

a, b, c 

beziehlich nur die Werthe 

oder 1 — y , a oder /S , oder y — a — ß 

haben können. 

Wenn daher die Differentialgleichung (A.) ein particuläres alge- 
braisches Integral y^ besitzt , dessen logarithmische Ableitung eine 
rationale Function des Argumentes x ist, so muss dasselbe die Form 
haben 

Vi = x^[i-xyfj{x), 

*) Siehe S. 172—171 dieses Bandes. 
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WO a und c rationale Zahlen sind und g{x) eine ganze Function von 
X ist. Denn es ergibt sich, dass bei richtiger Bestimmung der Expo- 
ponenten a und c das Product 

für alle endlichen Werthe von x den Charakter einer ganzen Function 
besitzt; da dieses Product eine algebraische Function von x ist, so 
ist dasselbe eine ganze Function dieser Variablen. 

Der Einfachheit wegen möge i = a gesetzt werden. Da es stets 
möglich ist, den Fall i = ß durch Vertauschung von a und ß auf 
den vorigen Fall zurückzuführen, so geschieht durch die Festsetzung 
b = a der Allgemeinheit der Untersuchung kein Abbruch. 

Wird der Grad der ganzen Function g(x) mit n bezeichnet, so 
ist b = a =— (a + c + n) und es entsteht folgende Tabelle: 





a 


c 


i - a 


ß 


y 


1 








1 

1 — n 

1 


ß 


y 


2 





Y-cc ß 


— n— c 
— n—a 


n + y 


y 


3 


1-y 





ß 


1-0 


4 


1-y 


y-a-ß 1 


1 — n— a— c 


n + 1 


1-0 



Es soll nun gezeigt werden , dass wirklich in jedem der vier durch 
diese Tabelle charakterisirten Fälle die Diiferentialgleichung (A.) ein 
particuläres Integral besitzt , dessen logarithmische Ableitung eine 
rationale Function von x ist. 

1*. Wenn y nicht eine zwischen und — n liegende ganze nega- 
tive Zahl ist (0 incl., — n excL), so ist F(a^ß^y,x) = F{^n,ßyy,x) 
eine algebraische und zwar eine ganze Function von x vom Grade w, 

1^. Wenn dagegen y = l — w' ist, wo n' eine ganze Zahl be- 
deutet , iiir welche 1 '^ w' i< n , und es ist nicht zugleich auch ß eine 
ganze negative Zahl , /3 = — n"j mit der Bedingung ^ n" <: n', so 
verliert die Bezeichnung F{a^ß^y^x) ihren Sinn; dagegen stellt in 
diesem Falle (vergl. die Abhandlung des Herrn Kummer, dieses 
Journal Bd. 15, Formel 3 der Tabelle auf S. 52) das Integral 



> i 



a;'-'F(a-y + l, ß-y + l, 2-y, x) = x'''F{-n + n\ ß + n\ 1 + n', x) 

eine algebraische und zwar eine ganze Function von x dar ; fiir diese 
ist jedoch die Zahl a nicht gleich Null, sondern gleich n\ (Vergl. S**.) 
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1*^. Wenn wie bisher die Zahlen n, n\ n" ganze Zahlen bezeichnen 
and es ist gleichzeitig 

so stellt sowohl der unter 1*, als auch der unter 1^ angegebene Aus- 
druck ein algebraisches lntegi*al der Diiferentialgleichung (A.) dar, 
und zwar sind diese beiden Integrale als ganze Functionen von x von 
den Graden n" und n von einander linear unabhängig. 

Bemerkung: Der unter 1® angegebene Fall zweier, nach Poten- 
zen von X mit ganzzahligen positiven Exponenten entwickelbaren, par- 
ticulären Integrale der Differentialgleichung (A.), welche sich nicht 
durch einen constanten Factor von einander unterscheiden , scheint 
im Widerspruch mit einem Satze des Herrn Kummer über solche 
Integrale zu stehen, der a.a.O. auf S. 53 angegeben ist: ^Wenn man 
mehrere Integrale der Gleichung (A.) hat, welche sich nach ganzen 
aufsteigenden Potenzen von x entwickeln lassen, so können sich die- 
selben nur durch constantc Facto ren unterscheiden^. Dieser Wider- 
spruch ist jedoch nur ein scheinbarer, denn jener Satz ist nur unter der 
Voraussetzung hergeleitet, dass die drei Elemente a, /3, y ganz beliebig 
seien; er erleidet in der That nur dann eine Ausnahme, wenn y eine 
negative ganze Zahl ist, und unter dieser Voraussetzung auch nur 
dann, wenn der Werth a: = ü für die Differentialgleichung ein ^ausser- 
wesentlich singulärer"* Werth ist. Die Herleitung der Bedingung für 
das Eintreten dieses Falles findet man in Art. III und Art. VII. 

2*. Wenn y nicht eine ganze negative Zahl 1 — w' ist, füi' welche 
1 < n' ^ » ist , so stellt , vorausgesetzt, dass die Zahl y — a—ß = c 
eine rationale Zahl ist, das Integral 

[2.]*) {l'-xy^^F{y^a, y-ß, y, x) = {l^xyF(n + y + c, -n, y, x) 

eine algebraische Function von x dar. 

2^, Wenn dagegen y = l—n' ist, wo 1 ^ n' < w ist, und es ist nicht 
gleichzeitig n + c eine ganze Zahl n", welche der Bedingung ^ m"<: n' 
genügt, so verliert der vorstehende Ausdruck seine Bedeutung. Ist 
aber die letztere Bedingung erfüllt, so stellt, wieder unter der Voraus- 
setzung, dass y — a — ß = c eine rationale Zald ist, das Integral 



*) Die in [ ] beigesetzten Zahlen bezeichnen die Nummer der betreffenden For- 
mel in der Tabelle des Herrn Kummer, dieses Journal Bd. 15, S. 52 und 53, 
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eine algebraische Function von x dar. (Vergl. 4*.) 

2^. Wenn aber y = 1— n' ist, während 1 < n' = n und gleichzeitig 
n + c = n" ist, wo n" eine der Bedingung < n" <: n' genügende ganze 
Zahl bedeutet, so stellt der unter 2* und der unter 2* angegebene 
Ausdruck eine algebraische Function von x dar. Man sehe die Be- 
merkung zu 1°. 

3*. Wenn y = 1— a nicht einer ganzen positiven Zahl 1 + n' 
gleich ist, wo n' der Bedingung l^n'^» genügt, und wenn a eine 
rationale Zahl bedeutet, so stellt das Integral 

[3.] x'-^'Fia-y + l, ß-y + l, 2-y, x) = x^F{-n, /S + a, 1 + a, x) 

eine algebraische Function von x dar. 

3^. Wenn dagegen y = 1 + n', a = — n', 1 ^ n' < n , und es 
ist nicht gleichzeitig ß — n gleich oder gleich einer negativen gan- 
zen Zahl — n", wo ^ n" <: n' ist, so verliert der vorstehende Ausdruck 
seine Bedeutung; ist dagegen ß — n' = — n", so stellt 

F{u,ß,y,x) = F(-w+«',/3, l + w',rr) 

eine algebraische und zwar eine ganze Function von x dar. (Vergl. 1*.) 
3*'. Wenn aber gleichzeitig y = 1 + n\ a = — n', 1 ^ w' ^ w, 
/3 — n' = — w", ^ n" <: n' ist (also < n" <: n' ^ n), so stellt der unter 
3* und der unter 3^ angegebene Ausdruck eine algebraische Function 
von X dar. Es ergeben sich daher in diesem Falle die beiden parti- 
culären algebraischen Integrale 

x-*'F{'-n, — n", 1-n', x) und F(-n + w', n'— w", 1 + n', x). 

4*. Wenn y nicht eine positive ganze Zahl ist, für welche, wenn 
y ^ 1 + n', a = — n' gesetzt wird, die Bedingung l<n'<n erfüllt 
ist, so stellt 

[4.] x'-^Xl-xy-^'-^Fil^a, 1-/S, 2-y, x) 

= x^il-xyFil + n + a + Cj -n, l + a,x) 

unter der Voraussetzung , dass a und c rationale Zahlen sind , eine 
algebraische Function von x dar. 

4^. Wenn dagegen a = — n', l^n'^nist, so verliert der vor- 
stehende Ausdruck seine Bedeutung, wenn nicht zugleich 
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1 + n— n' + c = -n", 0<n"<n' 

ist; wird von diesem Ausnahmefall abgesehen, so stellt in diesem Falle 

[2.] (l~a;)''-«-^F(y-a,y-^,y,rc) = (l-x)cF(l+n + c,-n+n^l+n^x), 

wenn c eine rationale Zahl ist, eine algebraische Function von x dar. 
(Vergl. 2».) 

4®. Wenn endlich gleichzeitig 

a = -n', l<n'^n, l + n-n' + c = -w", O^n^^n' 

ist, so stellt der unter 4* und der unter 4^ angegebene Ausdruck eine 
algebraische Function von x dar. 

Hiermit sind alle Fälle erledigt, in denen die Differentialgleichung 
(A.) ein algebraisches particuläres Integral besitzt, dessen logarith- 
mische Ableitung eine rationale Function von x ist. 

n. 

Es werde nun vorausgesetzt, die vorgelegte Differentialgleichung 
(A.) habe zwei particuläre algebraische Integrale, deren Quotient 
nicht constant ist. 

In diesem Falle ist jedes particuläre Integral der Differential- 
gleichung eine algebraische Function von X] also ist auch der Quo- 
tient je zweier Particularlüsungen eine algebraische Function von x. 

Nun gelten folgende Sätze: 

1. Ist 

eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, und sind y, und y, 
zwei linear unabhängige particuläre Integrale derselben, so ist, wie 
Abel gezeigt hat, 

(Abel: Oeuvres t. I, p. 93. Dieses Journal Bd. 2, S. 22.) Da in 
dem speciellen Falle der Differentialgleichung (A.) 

^ y-{a + ß + l)x ^ y a + ß- y + 1^ 
^ x(l—x) X 1 — x 

ist, so ergibt sieh 
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(D.) y.-^ -y.^ = Cx-ra-xy-"-^. 

(Gauss Werke Bd. DI, S. 222. — Kummer: dieses Journal Bd. 15, 
S. 61. — Riemann's Abhdlg. Art. IV.) 

Wird nun vorausgesetzt, dass y, und y, algebraische Functionen 
sind , so folgt hieraus zunächst , dass die Zahlen y und a + ß reelle 
und zwar rationale Zahlen sein müssen. 

Aus den Formeln 9 imd 10 der mehrfach erwähnten Kummer- 
schen Tabelle ist der Schluss zu ziehen, dass die Zahlen a und ß 
einzeln rational sein müssen. 

Damit das allgemeine Integral der Differentialglei- 
chung der hypergeometrischen Reihe eine algebraische 
Function von x sei, ist nothwendig, dass die drei Zahlen 
a, ß und y reelle und zwar rationale Zahlen seien. 

Diese Voraussetzung wird für die Folge in diesem Artikel gemacht. 

2. Wenn y^ und y, algebraische Functionen von x sind, so ist 

auch — eine algebraische Function von x, 

Herr Heine machte mich darauf aufmerksam , dass dieser Satz 
auch eine Umkehrung gestattet. 

Wenn der Quotient zweier Particularlösungen yj und 
y, einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

0+^^ + 3^ = 0, 

ohne constant zu sein, eine algebraische Function von 
X ist, und es ist gleichzeitig e*^ ' eine algebraische Func- 
tion von X, so ist das allgemeine Integral der Diffe- 
rentialgleichung ebenfalls eine algebraische Function 
von X, 

Beweis: Nach der Voraussetzung ist — = f{x) eine algebrai- 

sehe Function von Xj also ist auch 



(^) =/•(.)=(,.#-., t)i 



eine algebraische Function von x; hieraus folgt mit Hülfe der For- 
mel (C.) 
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oder mit anderen Worten : Es ist y, und somit auch y^ = f{^)y% eine 
algebraische Function von x , also auch [das allgemeine Integral 
Ay^ + By^, wie der obige Lehrsatz aussagt. — 

Es soll nun für den Quotienten zweier Particularlösungen 
y, und y, der linearen Differentialgleichung (B.) eine Differential- 
gleichung hergeleitet werden. 

Man setze, wenn C^y^ + C^y^ und C^y^ + C^y^ zwei Particular- 
lösungen bezeichnen, deren Quotient nicht constant ist, 

C3y. + 6>/ 

Dieser Ausdruck enthält drei von einander unabhängige Constanten; 
die Differentialgleichung , welcher der Quotient s genügt , und für 
welche diese Constanten Integrationsconstanten sind, muss also von 
der dritten Ordnung sein; und zwar kann diese Differentialgleichung 
entweder dadurch erhalten werden, dass die Verhältnisse Cj : Cj : C, : C^ 
durch wiederholte Differentiation eliminirt werden, oder dadurch, dass 
y, = 5y, gesetzt wird, und dass dann mit Hülfe von (B.) die parti- 
lären Integrale y^ und y, eliminirt werden. 

Es ist 

dx" ~ dx' ^ dx dx ^ dx' ^' 
dy^ dy. ds 

3 »t =3« y. 



= 



„ ds dy, , f tPs , ds\ 



. dx^ , dx , . . d . ds , d . , , ^ 

dx 
Durch fortgesetzte Differentiation ergibt sich 

d* , ds ^^ dx* \dx J .dp 
*dFl««d^ + f, + *i = ^' 

und bei Elimination von y^ 
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In dieser Gleichung, welche ^j nicht mehr enthält, möge der Aus- 
druck auf der linken Seite mit W(s^x)j der Ausdruck auf der rechten 
Seite mit F(x) bezeichnet werden, dann ist 



2 ds cPs 



-<^1 



(F.) Wis,.) = """"• ,., ^-^ = 2.-ii>'-f = F(4 

Diese Differentialgleichung ist ein specieller Fall derjenigen , welche 
Herr K u m m e r in der oben erwähnten Progranunabhandking betrachtet : 

n d»,s „/ d'^ Y ^d^ 



-<ih)-^%^^ - »■ 



dzdx 
Man hat nämlich zu setzen: 

e = s, 
Z = 0, 

Im vorliegenden Falle ist 

^~ x{l-x)' ^~ 'x{i-x) ~ x^ l~x 

^ _ _y_, y — (a + ß + l) 
dx x' ■•" 0.-XY ' 

i^-){ _ l-(l-y)' l-(y-K-/?)' (l-y)'-(«-^)'+(y-« -p)'-l 

~ 2a;' "^ 2(1-2;)''" 2a,-(l-a;) 

(Hinsichtlich der Function ^{s,x) vergl. dieses Journal Bd. 70, S. 116 
nebst der Verbesserung Bd. 71 , S. IV ; Monatsberichte der König- 
lichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1870, S. 767, 
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sowie die von derselben Akademie herausgegebene Abhandlung des 
Verfassers: ^Bestimmung einer speciellen Minimalfläche^ S. 10.)*) 

m. 

Die Differentialgleichung (F.) des Art. II, in welcher für die 
Function F(ic) der gefundene Werth [siehe die Gleichung (Gr.)] ein- 
zusetzen ist, sei nun unter der Voraussetzung, dass die drei Grössen 
a, /S, y reelle Werthe haben, zur Integration vorgelegt. (Vergl. 
„Bestimmung einer speciellen Miniraalfläche,'* S. 17 — 21.)**) 

Wenn die drei Quadrate 

(i-y)', {«-ßy, iY-«-ßy 

der Reihe nach mit 

bezeichnet werden, so geht die angeführte Differentialgleichung über in 

1 — A* * 1 — v' A'— a^ + V*— 1 

(H.) W(s,x) = -2^.- + 2(1--^ 2a:(l-a;) ' 

enthält also nur die Quadrate der Grössen A, ^, v. Um etwas Be- 
stimmtes festzusetzen , möge angenommen werden , dass die Zahlen 
A, ^, Vj welche unter der angegebenen Voraussetzung reell sind , die 
positiven Werthe der Quadratwurzeln aus A*, ^*, v' bezeichnen. 

Zur allgemeinen Integration dieser Differentialgleichung genügt 
die Auffindung eines particulären Integrales , da , wenn 5 = <y ein 

particuläres Integral ist, s = -jj — --,* ebenfalls ein Integral der 

Differentialgleichung ist, welches die liinreicheude Anzahl willkürlicher 
Constanten enthält. 

Für das Argument x sind die Werthe 0, oo, 1 die einzigen singu- 
lären. Wird statt der Variablen x eine rationale Function ersten 

Grades derselben js = — — —- ^ als neue unabhängige Variable ein- 

c^x + c^ 

gefuhrt, so gilt die identische Gleichung 



v{s,x) = {^^ns,^). 



*') Siehe S. 78 und S. 145 dieses Bandes und S. 13 des ersten Bandes der vor- 
liegenden Ausgabe. 

**) Siehe S. 20—24 des ersten Bandes der vorliegenden Aasgabe. 
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Wird nun das allgemeine Integral der obigen Differentialgleiehung 
mit s(X,iijV,x) bezeichnet, so ergeben sieh aus der zuletzt angege- 
benen Gleichung folgende Formeln: 

s{X,iijVj:s) = s{X,(i,v,x) wenn ;ef = a:, 

= s{vjiijk,x) für z = 1 — a?, 

= s{(iyk,v,x) für ^ = -, 

X 

= s{vjk,fijx) fiir ^ = j—, 
= s{X,v,(i,x) für 5=-^, 
= s{(i,v,X,x) für £f = — ^, 

ganz im Einklänge mit einem Satze Riemann's betreffend die von 
ihm mit P(A, /i, v, a;) bezeichnete Function. (Riemann's Abhdlg. 
Art. V.) 

In der That erweist sich die Function 5(A, ^, i/, a;) als der Quo- 
tient zweier linear unabhängigen Zweige der Riem an n sehen Func- 
tion P(A, ft, VjX). 

Es sei nun x^ ein nicht singulärer Werth des Argumentes und 

^die nach Potenzen von x — x^ mit ganzzahligen positiven Exponenten 
fortschreitende, für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend klei- 
nen Werthe von x — x^ convergente Entwickelung von F(a:). Man 
setze, mit s' ein particuläres Integral bezeichnend, 

wo die Coefficienten b und der Bereich der Convergenz noch zu be- 
stimmen sind. Dann ist 



dx 



+ 26. + 26, 



+ 



H + 2J, 

-iP.(«-«o) + 6.(aJ-««)' + • • • + *._(«-«.)-*+• • •]• 
= a^ + a,{x-xj + • • • + o^, {x-xj'-* + ■■•. 
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Wird der Coefficient vofi (a;— a:J""' in der Entwickehing von 

[b, (x^x,) + h,(x^xj + . . . + K^,{x^x,r']\ 

welcher eine ganze Function der Grossen &,, b^, • • • ft^_j mit ganzen 
positiven Zahlencoefficienten ist, mit G{b^J ••• 6^_j) bezeichnet, so er- 
gibt sich aus der Vcrgleichung der Glieder mit gleich hohen Poten- 
zen von X" x^ 

Es ist also der CoeiRcient b^ eine ganze Function der Grössen 
%i ^v *•* ^«-1 °^^* positiven rationalen Zahlencoefficienten. Der 
Coefficient 6, ist daher durch diese Grössen a eindeutig bestimmt. 
Es handelt sich somit nur noch darum , zu beweisen , dass die Reihe 
für die Grösse r, wenn in derselben die Coefficienten b auf die ange- 
gebene Weise bestimmt werden, für alle dem absoluten Betrage nach 
eine gewisse Grenze nicht überschreitenden Werthe von x — x^ con- 
vergent ist. 

Zu diesem Zwecke setze man zur Vcrgleichung 



X — Xo 



WO 



/ 1 Y^' 
ß^ «= 2( y ) ; es ist also 



-2 2 x-x. 

r = h -IT 



^-^0 5 1-{X-X^) ' 

hierin bezeichne 5 eine positive, nachher näher zu bestimmende Grösse. 
Aus dieser Annahme ergibt sich 

dr 
wo «0 = TF ist, für alle anderen Coefficienten aber die Gleichung gilt : 



/ 1 Y^* 



Gesetzt nun, es wäre in der obigen Gleichung a, = a^, so würde sich, 

wenn 6^ nach der Formel (J.) berechnet wird, ft^ = /S^ = 2( y 1 

ergeben, und dann würde die iür die Grösse r sich ergebende Reihe 
unbedingt convergiren, wenn ja;— rr^,! <c S. Wenn nun das Gesetz der 
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Coefficienten a^ ein anderes ist und nui* vorausgesetzt wird, dass die 
Reihe 

für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von 
x — Xq convergirt, so wird es jedenfalls möglich sein, eine von ver- 
schiedene positive Zahl ^ zu bestimmen, so dass der absolute Betrag 
\aj von a, iür alle Werthe von n kleiner als a, ist. 

Wegen der vorausgesetzten Convergenz muss es einen von ver- 
schiedenen Werth der Differenz x— ic^, x^—x^ geben, für welchen alle 
Glieder der Reihe einzeln dem absoluten Betrage nach kleiner als 
eine endliche Grösse g sind; also 

Man wähle nun | so klein, dass sowohl | <: |a:, — ar^l, als auch 5f|*< 6. 
Werden dann aber nach der Formel (J.) die Coefficienten ft, berech- 
net, so ergibt sich für den absoluten Betrag von b^ ein kleinerer Werth 
als ß^j also convergirt die iiir r erhaltene Reihe sicher, wenn \x—xj^<i]^. 

Dieser Beweis beruht auf demselben Verfahren der Vergleichung 
von Reihenentwickelungen, welches Herr Weierstrass seit einer 
Reihe von Jahren gelegentlich der Begründung einiger Fundamental- 
sätze aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen in 
seinen Vorlesungen zu entwickeln pflegt, und auf dem der Beweis 
des in der Abhandlung desselben : ;,Ueber die Theorie der analytischen 
Facultäten,^ dieses Journal Bd. 51, S. 43 ausgesprochenen allgemeinen 
Lehrsatzes beruht. 

Aus der erhaltenen Reihe ergibt sich durch Integration und Ueber- 
gang von den Logarithmen zu den Zahlen, bei angemessener Bestim- 
mung der durch die Integration eingeführten Constanten, 

^^«^ = -21og(:r-:rJ + log(-l) + i6,(a:-a;J + i6.(a:-a;J»+..., 

^' _ _lJ__gi6i(«-aro)'+iM«-«o)^ + ... 
dx {X'-'Xj 



und durch nochmalige Integration 






'0 
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wo die Grossen V ganze Functionen der Coefficienten h mit rationa- 
len Zahleneoefficienten sind, und die Reihen sämmtlich unbedingt con- 
vergiren, wenn der absolute Betrag von x—x^ kleiner als | ist. 

Das auf diese Weise erhaltene particuläre Integral s der Diffe- 
rentialgleichung V{s,x) = F(x), welches für eine gewisse Umge- 
bung des nicht singulären Punktes x = x^ erklärt ist, ist durch die 
Eigenschaft charakterisirt , dass dem Werthe x = x^^ der Werth 
5 = 00 entspricht; da nun dieses Integral in der Umgebung des 
Werthes x = x^ unverzweigt ist und bei der Annäherung von x 
an den Werth x^ ebenso unendlich wird, wie {x—x^Y^j so entspricht 
einem einmaligen Umlaufe der Grösse x um den Werth x^ ebenfalls 
ein einmaliger Umlauf der Grösse s' um den Werth oo. Wird also 
in der Umgebung des Werthes x = x^ ein einfach zusammenhän- 
gender Bereich X abgegrenzt, welcher ganz im Inneren des Be- 
reiches \x — a?o!"^S liegt, und wird das Gebiet aller Werthe, welche 
das eben erklärte Functionenelement s' für die Punkte von X anneh- 
men kann, durch einen Theil S* der Ebene {s) geometrisch dargestellt, 
so liegt der unendlich ferne Punkt im Inneren dieses ebenfalls ein- 
fach zusammenhängenden Bereiches 5", und zwar ist dieser unendlich 
ferne Punkt ein einfacher Punkt der Fläche S\ 

Aus dem particulären Integrale s' entsteht das allgemeine Inte- 

C s'4-C 
gral durch die Gleichung s = -^^-rr-yr- Wird das den Punkten des 

Bereiches X entsprechende, die Werthe des Integrals s bei bestimm- 
ter Festsetzung der Werthe der Constanten C geometrisch darstel- 
lende Gebiet mit S bezeichnet , so ergibt sich , dass die beiden Ge- 
biete S und S' in der bekannten Beziehung der Mob ins sehen Kreis- 
verwandtschaft zu einander stehen. Der dem Punkte x^^ eindeutig 
entsprechende Punkt des Bereiches S ist also ein einfacher Punkt 
desselben. Da nun der Punkt x^ ein beliebiger nicht singulärer Pimkt 
ist und der Bereich X bis an die singulären Punkte beliebig ausge- 
dehnt werden kann , so ergibt sich folgender Satz : Wenn in der 
Ebene des Argumentes er irgend ein einfach zusammen- 
hängender, keinen der singulären Punkte in seinem In- 
neren enthaltender Bereich X abgegrenzt wird, so ent- 
spricht demselben vermittelst eines particulären Inte- 
grales der Differentialgleichung W{s,x) = F(x) ein eben- 
falls einfach zusammenhängender Bereich S, welcher 
den unendlich fernen Punkt einmal oder mehrmals in 

Seliwars, GMunmelto Abhandlangen. II. 15 
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seinem Inneren enthalten kann, dessen Inneres aber 
keinen Windungspunkt enthält. 

Ist insbesondere der Werth x^ ein nicht singulärer reeller 
Werth, und haben die in der Differentialgleichung vorkommenden 
Grössen A', fi*, v* reelle Werthe, wie vorausgesetzt wurde, so ent- 
sprechen bei dem particulären Integrale a' den reellen, dem Werthe 
X =^ Xq benachbarten Werthen von x reelle Werthe von s\ da sämmt- 
liche Grössen V reelle Werthe haben. In der Fläche S' entspricht 
also der, den Punkt x^ enthaltenden Strecke der Axe des Reellen in 
der Ebene {x) eine gerade Linie und in der Fläche S demzufolge, 
allgemein zu reden, ein Kreisbogen. 

Es ist nmi das Verhalten eines particulären Integrales der Dif- 
ferentialgleichung in der Nähe eines singulären Werthes des Ar- 
gumentes näher zu untersuchen. Den obigen Formeln zufolge genügt 
es, diese Untersuchung iiir den singulären Werth a; = durchzuführen. 

Es sei 

F(a;) = ^~r +^" +<^i + <^.^ + - ' +<^n^^' + ' - 
^ 2x* X ^ 

die nach Potenzen von x fortschreitende Entwickelung , welche für 
1^1 < lo unbedingt convergirt. Man setze, mit s' wieder ein particu- 
läres Integral bezeichnend, 

llogj' = /• = -Iti + j +ia; + 6,a;H...+6,:t"+..., 
dx dx X ^ ^ ^ 



so ist 



j^- = i+i + 6^ + 26,a; + ...+n6,a;"-> + 



und 



Hieraus folgt 

1+A ' ' 2 + A ' "•^•^■' 

allgemein, wenn G-{b^,b^, ■■■b,_^) den Coefficienten von x"~^ in der 
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Entwickelung von (b^ + biX + -- - +b^^^x*'"y nach Potenzen von x be- 
zeichnet, welcher eine ganze Function der Grössen 60 ? ^i » * * ' ^— i ^^^ 
positiven Zahlencoefficienten ist, 

(K.) K = -_J_- (a. + i G^ (60, ^ . • • • K^i)y 

Es ist demnach 6^ eine ganze Function der Grössen a^,, - * > a^ mit po- 
sitiven Zahlencoefficienten. 

Die Convergenz ergibt sich aus der Vcrgleichung mit der Reihe 

X 



" ' 1 



(Ix""*"* 1-f-A 2 

r j , also r = — h ^_ gesetzt wird. Dann 



ergibt sich nämlich 



£-*^' = ^ + T + '^' + «'^ + -"+«"^"'+-'-' 



«. = 2 (1 + A) (1)"^' . 



Ans der Annahme, dass die Reihe 

^ +a, + a^x-i +a a;""' + . . . 

X 

für |a;| = lo convergirt, folgt: Es gibt einen positiven Werth g, so 
dass für alle Werthe von n !a.!Sr^ <^g ist. Man wähle nun | so klein, 
dass sowohl S<:6o> als auch 5rg^|<:2(l + A); dann ist |6^!</S«, also 
convergirt die erhaltene Reihe sicher für alle Werthe von Xj fiir 
welche |a;|<:S ist. 

Durch Integration und Uebergang von den Logarithmen zu den 
Zahlen ergibt sich bei geeigneter Verfügung über die durch die In- 
tegration eingeführten Constanten 

/ds' 
rdx = log^ = logC^il-h ^)\ogx + b,x + lb,x' + ^b.x'-h 



• . • 



dx 

= cx-^'^''\i+b[x+b:y+-"), 



15* 
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wo die Grössen b' ganze Functionen der Grössen b mit positiven 
Zahlencoefficienten sind und die in Klammern stehende Reihe sicher 
convergirt, sobald i.rl*c:|. Hieraus folgt durch Integration, wenn X 
weder gleich 0, noch einer ganzen Zahl gleich ist, 

•''=-«'^(i-&-Ä--)^''' 

oder, wenn —w«' mit ts bezeichnet wird, 

(L.) 6 = x'^(l + b';x + V;x' + '") + C''. 

"Wenn hingegen A gleich 0, oder einer ganzen Zahl m gleich ist, so 

kommt in der Entwickelung von ^ -y- ein Glied — ^ vor, welches bei 

G dx X 

der Integration b^logx ergibt, so dass in diesem Falle ein particu- 
läres Integral von der Form 

(L*) 6 = x^(l + b';x + V;x'+'"m'mi.) + BJogx + C'' 

erhalten wird. Die Coefficienten 6" , von denen nur b\[ unbestimmt 
bleibt, sind ganze Functionen der Grössen a. 

Der Factor B^ ist, wenn m von verschieden ist, eine ganze 
Function der Gr<)sscn «„,a,, ••• a„,_,. Zur Berechnung desselben kann 
folgende Methode dienen. 

Wird in der Differentialgleichung (B.) p = gesetzt und 

X 

q aus der Bedingung 
bestimmt, ans welcher sich 

ergibt, so sind, wie aus der Formel (E.) des Art. 11 folgt, 

"-^Z 1 ds\-i , 

zwei Integrale dieser Differentialgleichung, welcher nun die Form 
(M.) 2x^-2im-l) ^ + {a„+a,x + a,x'+ . . . +a„_,cir-'+ • • •)y = 
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gegeben werden möge. Wird sodann s = 6 gesetzt, wo 6 aus der 
Gleichung (L*) zu entnehmen ist, so hat das Integral yj in der Um- 
gebung von X =z den Charakter einer ganzen Function, während 
die für diesen Bereich geltende Entwickelung desselben die Form 

annimmt. Das Integral y, hingegen hat die Entwickelung: 
y, = (l + b';x + b';x' + .''){l + c,x + c,x'+^'') + {BJogx)y, + C"y, 

oder 

y, = l + A,x+Ä,x'+'"+ A^,,x-'+*+A^^,x-^'+''^ 

+ {BJogx)x'^{l + c,x + c,x'+'") 
+ C,y,, 

Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Abbnich geschieht, 
kann nämlich angenommen werden, dass A^ den Werth habe, da 
dieses durch geeignete Bestimmung von C, erreicht werden kann. 
Es gibt also sicher auch ein partiouläres Integral der Differential- 
gleichung (M.) von der Form y,— C,yi, und zwar können die Coeffi- 
cienten -4,, -4^, • • • ^^_, und der Coefficient B^ , da die Existenz der 
Entwickelung ausser Frage steht, nach der Methode der unbestimm- 
ten Coefficienten berechnet werden. Hierbei ergeben sich, wenn bis 
zu den Gliedern mit der Potenz a;*"* fortgeschritten wird — die 
Glieder, welche den Factor log x behalten, heben sich gegen einander 
fort — folgende Gleichungen*: 

= a, + a,^,-2.2(w-2)^,, 

= 0^ + a,il, + a„-4,— 2-3 (w— 3)^3, 

. • . • * 

= 0.-2 + «H-8^i + ««-4^2 + «.-.^la • -2(W*- 1)1^,.._^, 

= 0.-1 + 0-^2^1 + «.-a^i + (K.--A.' + ci,A_^+2mB^. 

Diese Gleichungen gestatten eine successive Auflösung. Man bezeichne 
mit a^^ eine Grösse, deren beide Indices (/ und /* unabhängig von 
einander alle Werthe 0, 1, 2, ••• m—i annehmen können, und setze 

%, = «,_*, wenn h^y, 

= — 2A(w— Äj, wenn /* = // + l. 
= 0, wenn Ä>//-f-l. 
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Wird die aus den m' Grössen a^^ gebildete Determinante mit D be- 
zeichnet, so ergibt sich 



D = 



»0 - 


-21 


(m-1) 





• 




«0 

• 


-2.2(trt-2) . 

• • 


• 




• 


• • 


a^. 




o^» 


««-4 


»-1 




»«-. 


««-3 








-2(w-2)2 



a. 



Der Coefficient 5. hat aJso den Wertli 










.2(fM-l)l 



(N.) 



B = - 

m 



2" m! (m-1)! 



D. 



Das Verschwinden der Determinante D ist die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass der betrachtete singulare Punkt 
X = nach der Bezeichnungsweise des Herrn Weierstrass ein 
ausserwesentlich singulärer Punkt sei. (Vergl. eine Abh. des Herrn 
Fuchs, dieses Journal Bd. 68, S.378.) 

Fürm=l, 2, 3, 4 ergibt sieh 

D = a„ al+2a,, al + 8a,a,+ H]a,, a; + 2Üa>,+96a,o,+'36a: + 288r/,. 

Wenn A = ist, so ist der singulare Punkt x = stets ein we- 
sentlich singulärer; wenn A = 1 ist. ergibt sieh als nothwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, dass a; = ein ausserwesentlich 
singulärer Werth sei, a^ = ^j{^ + v)(^ — v) = 0. Ebenso findet man 
durch wirkliche Ausführung der Rechnung, wobei die Werthe der 
CoefRcienten a mit Hülfe der G-leichung (H.) zu bestimmen sind, für 
A == 2, 3, 4 beziehlich die Bedingungen (vergl. Art. VH.) : 

fiii* A = 2: [(^+i;)«-l][(^-i;)«-l] = 0, 

, A = 3: (fi+v){ii^v)[(ii+vy^2'][{ii--vr--2'] = 0, 

, A = 4: [(^+vy^i][((i-vy^i][(ii+vy^y][{^^vy^s'] = o. 

Weil in dem hier zu betrachtenden Falle reellen Werthen von x stets 
reelle Werthe der Function V{x) entsprechen, so haben sämmtliche 
Grössen a, also auch die Grössen b und c, sowie die Grösse B^ aus- 
schliesslich reelle Werthe ; es entsprechen daher, — wenn für positive 
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Werthe von x der Potenz x"^ ihr reeller Werth und in dem Falle, 
in welchem ein logarithmisehes Glied vorkommt, dem Logarithmus 
für positive Werthe von x sein reeller Werth, der Constanten C" der 
Werth beigelegt wird, -- kleineu reelleu positiven Werthen von 
X ebenfalls reelle Werthe von 6 ; es beschreiben also, während x sich 
auf einem Theile der geradlinigen Strecke • • • 1 bewegt , die Inte- 
grale 6 und s* ebenfalls gerade Linien. 

Beschreibt nun die Grösse x um den Punkt x = in positivem 
Sinne einen Halbkreis, und werden dann der Variablen x nur negative 
Werthe a; = — ^gr beigelegt, so erhält x~^' den Factor e"^"**, und es ist 
tf = e'^'*'^"*(l— ft"2rH ), es beschreiben also 6 und s' auch tür ne- 
gative Werthe der Grösse x gerade Linien. 

Ist X gleich m, und H^ nicht gleich U, so wächst log x um jrr, 
und es beschreibt 6 für kleine reelle negative Werthe von x wieder 
eine Gerade, welche der vorigen parallel ist und von derselben den 
Abstand ^n hat. 

Das particuläre Integral .9 = a"^ vermittelt die conforme Ab- 
bildung eines in der Umgebung des Punktes x = auf der positiven 
Seite der Axe des Reellen liegenden Theiles der Ebene (x) (siehe 
Fig. 12 auf S. 232) auf einen Gebietstheil , dessen Begrenzung, allge- 
mein zu reden, zwei Kreisbogen enthält, welche den beiden im 
Punkte o; = zusammentreffenden Strecken der Axe des Reellen in 
der Ebene {x) entsprechen. (Siehe die Figuren 13 und 14 auf S.232). 
Die Tangenten dieser Kreisbogen schliessen mit einander den Win- 
kel Xtc ein , in dem Sinne , dass , wenn von dem Gebiete durch eine 
Kreislinie mit hinreichend kleinem Radius ^ ein, in der Umge- 
bung des Eckpunktes liegender Theil des Gebietes abgeschnitten 
wird, dieser abgeschnittene Theil entweder genau, oder näherungs- 
weise die Gestalt eines Kreisaectors mit dem Centriwinkt»! X-k besitzt. 
Ist X gleich einer ganzen Zahl, und -ß. nicht gleich 0. so berüh- 
ren sich beide Kreisbogen: wenn Z? . »^leieli ist, so gehören die 
beiden Bogen demselben Kreise an ; ist /. wr'dei' mleieli n. nodi einer 
ganzen Zahl gleich, so selineiden sirli die Kreise, denen diese Kreis- 
bogen angehören, in zwei nicht zusannn(Mifallenden Punkien. 

Hieraus ergibt sieh, da tÜr die singulären Punkte x r= 1. ;/• = oo 
eine analoge T iitersinliung zu dem analogen Krg(*bnisse liilirt . i'ol- 
gender Satz: 

Die auf dei* positiven Seite der Axe d(»s Reellen in 
der Ebene des A rgumentes .r liegende H albebone T^ wird 
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durch ein yarticuläre-s Integral de 

cliun c 

i_]= 1 -..-- 1- 

y(s,x) = - 



Differentialglei- 
_ 1-v' _ / '-ft'+ y'— 1 

wenn die dr^i (irüssi'ii A. ft. p reelle Wertlie haben, con- 
f o r m abgebildet auf o i n e n e i n t' a e h z n s a ni m e n h ä n g e n- 
den, in sciiiem Innere» keinen Windungspuuk t enthal- 
tenden Itereicli &', dessen Itegrenziing, allgemein zu 
reden, aus drei, ein iJreieek bildenden Kreisbogen be- 
steht. 

Die Winkel dieses Kr eisbogeudre ieeks S, deren Schei- 
tel den singulären Worthen a: = 0, x = qo und x = \ entsprechen, 
sind beziehlioh Kit. fix. vx. 

Oder : Her Quotient zweier linear nnabhaugigeii Par- 
ticiilarliiduügeu der D i 1 ferentialgleiehung der tiyper- 
geomet ririeben Keilie vermittelt, wenn die OrrÖssen ti.ß.y 
reelle Wertbe haben, die eonl'urnie Abbildung einer 
Halbebcue auf ein Kreiabogcudreicuk mit den Winkeln 
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|1— y|«, I«— ^1«, |y— a— ^1«. Dieses Kreisbogendreieck enthält nach 
dem Vorhergehenden in seinem Inneren keinen "Windungspunkt; nur 
die Ecken desselben können zugleich Windungspnnkte sein, wenn 
unter den Winkeln des Kreisbogendreieeks sich solche befinden, die 
grosser als 2x sind. (Vergl. dieses Journal Bd. 70, S. 117.)*) 

Anmerkung. Auch für den Fall, dass eine, zwei oder alle 
drei der reellen Grössen A*, ft', v- negative Werthe haben, sind die 
verschiedenen Blättef des der Halbebene E entsprechenden Bereiches 
S, welche alsdann Theile der Ebene (s) unendlich oft bedecken, allge- 
mein zu reden, von drei Kreisen begrenzt, während entsprechend eine, 
zwei oder drei der eigentlichen Ecken des Kreisbogendreiecks ver- 
loren gehen. 

TV. 

Die gegenseitige Lage der Kreise, denen die di*ei Seiten des 
Kreisbogendreiecks S angehören, hängt offenbar von den Zahlen A, ft, v 
ab. Diese Abhängigkeit soll jetzt näher untersucht werden. Man denke 
sich einen der drei Kreisbogen ins Auge gefasst und die Kreislinie, 
welcher derselbe angehört, mit K^ bezeichnet. Dieser Kreisbogen 
werde von einem Punkte beschrieben , der sich so in demselben be- 
wegt, dass das Innere des Kreisbogendreiecks auf der linken Seite 
der Fortschreitungsrichtung liegt. Hierdurch ist eine einblättrige, 
einfach zusammenhängende Fläche eindeutig bestimmt, welche von der 
Kreislinie K^ vollständig begrenzt wird, und welche ebenfalls auf der 
linken Seite jenes Kreisbogens liegt.; dieselbe möge, gleichviel ob sie 
ganz im Endlichen liegt, oder den unendlich fernen Punkt in ihrem 
Inneren enthält, mit (1) bezeichnet werden. Auf dieselbe Weise er- 
geben sich zwei andere Kreisflächen (2) und (3), welche von den 
Kreislinien Ä, und K^ begrenzt werden. 

Es möge nun angenommen werden, dass die drei Zahlen A, ft, v 
positive Werthe haben, und dass zunächst keine derselben einer gan- 
zen Zahl gleich sei. 

Der dem Punkte x = entsprechende Eckpunkt L der Begren- 
zung von S ist ein zweien Kreislinien, etwa K^ und K^ gemeinsamer 
Punkt. Der Winkel von S im Punkte L beträgt Ajt. 

Die beiden Kreisflächen (2) und (3) haben ein Kreisbogenzweieck 
(2,3) gemeinsam. Bezeichnet k'n: den Winkel desselben, so ist A' 



*) Siehe S. 80 dieses Bandes. 
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eine positive Zahl, welche kleiner als 1 ist, und zwar ist entweder 

A' = A (mod. 2), oder 2 -A' = A (mod. 2). 

Es ist also wegen dieser beiden Eigenschaften die Zahl A' ein- 
deutig bestinunt; es ist nämlich k' der absolute Betrag des modulo 2 
absolut kleinsten Restes von A. 

Ebenso sind ft' und v als die absoluten Beträge der modulo 2 
absolut kleinsten Reste von ft und v bestimmt. 

Eine Kreislinie K^ theilt die Ebene, in welcher sie liegt, in zwei 
Theile, das Innere und das Aeussere der Kreislinie K^ 

Durch zwei Kreislinien Jf, und JT,, welche einander in zwei von 
einander verschiedenen Punkten schneiden, wird die Ebene in vier 
Kreisbogenzweiecke getheilt, welche zwei gemeinschaftliche Ecken 
haben. 

Tritt zu den beiden Kreisen K^ und JT, eine dritte Kreislinie 
K^ hinzu, welche die Kreise K^ und K^ schneidet und durch keinen 
der beiden Durchschnittspunkte von TT, und K^ hindurchgeht, so sind 
zwei Fälle zu unterscheiden. 

Es liegen nämlich entweder 1) die beiden Durchschnittspunkte 
von JTi und JT, auf derselben Seite von -ff,, d. h. beide im Inne- 
ren, oder beide im Aeusseren von K^^ oder 2) die beiden Durch- 
schnittspunkte von TT, und K^ liegen auf verschiedenen Seiten 
von JTj, d. h. von den beiden Schnittpunkten liegt der eine innerhalb, 
der andere ausserhalb K^^. 

Für diese Eintheilung ist es gleichgültig, in welcher Reihenfolge 
die drei Kreise mit Ä",, Z,, K^ bezeichnet werden. Im ersten Falle 
gibt es eine , die drei Kreise orthogonal schneidende Kreislinie , an 
deren Stelle auch eine Gerade treten kann ; im zweiten Falle gibt 
es keinen Orthogonalkreis. 

Im ersten Falle wird die Ebene durch die drei Kreislinien zer- 
schnitten in drei Kreisbogenzweiecke . zwei Kreisbogendreiecke und 
drei Kreisbogenvierecke; im zweiten Falle dagegen wird die Ebene 
in acht Kreisbogendreiecke getheilt, deren "Winkel sämmtlich kleiner 
als n sind. 

Man kann jedoch auch im ersten Falle ebenso wie im zweiten 
acht verschiedene Kreisbogendreieeke unterscheiden , deren Winkel 
sämmtlich kleiner als ;r sind. Wird nämlich zu einem der erwähnten 
Kreisbogendreiecke eins der drei anstossenden Kreisbogenvierecke 
hinzugefügt, so entsteht ein neues Kreisbogendreieck, und solcher 
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gibt es sechs; mit Hinzuredmung der zwei bereits erwähnten Kreis- 
bogendreiecke gibt es hiemach auch für den ersten Fall im Ganzen 
acht von einander verschiedene Kreisbogendreiecke. Diese acht Kreis- 
bogendreiecke entsprechen einander zu zweien sowohl in dem ersten, 
als in dem zweiten Falle durch die Gleichheit ihrer Winkel — ab- 
gesehen von deren verschiedener Aufeinanderfolge in Bezug auf das 
Innere des Kreisbogendreiecks — , so dass dieselben im Ganzen vier 
Paare bilden, deren "Winkel, wenn 1"%^ ^"n, v'tc die Winkel irgend 
eines der acht Dreiecke bezeichnen , bei Weglassung des Factors % 
durch folgendes Schema dargestellt werden : 

Iiw n 1 " 

— A II \ — V , 

1^11 1 tf »/ 

— A 1 — jli V . 

Je zwei demselben Paare angohörendo Dreiecke sind entweder 
vJJllig getrennt, so dass ihre Fläclien auch nicht einen Punkt gemein- 
sam haben , oder sie haben cnns der drei Kreisbogenvioroeke des er- 
sten Falles gemeinsam. 

Wie nun auch hinsichtlich der Gebiete (1), (2). (3) über das 
Innere oder Aeussere von Ä',. K^, K.^ verfugt werden möge, unter 
den acht durch diese drei Kreise bestimmten Dreiecken gibt es, wenn 
X\ ii\ V die oben angegebene Bedeutung haben , stets zwei (und im 
Allgemeinen nui' zwei) demselben Paare angehl)rende Dreiecke mit 
den Winkeln X'n. /it'jr. vn. Mit anderen WortcMi : 

Die Kreise, welchen die Seiten des Kreisbogen dreiecks H mit 
den Winkeln Att, ym^ vit angehören . bestimmen in derselben Ebene 
auch ein Kreisbogendreieck H' mit den Winkeln A';r, ft'jr, vn. 

Die zu behandelnde Aufgabe wird nun durch den Umstand eini- 
germassen vereinfacht, dass die Zahlen A, /it, v durch die absoluten 
Beträge ihrer modulo 2 absolut kleinsten Reste A', ft', v ersetzt wer- 
den können, ohne dass der Allgemeinheit der T^ntersuchung dadurch 
Abbruch geschieht. 

Ausser dem erwähnten Paare von Kreisbogendreiecken sind durch 
dieselben Kreise noch drei andere Paare von Kreisbogendreiecken 
bestimmt. Die Verhältnisse der Winkel dieser vier Dreieckspaare 
zur Zahl it sind dargestellt durch das Schema 
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Ar t I 

ft V 

l! 1— ft' 1 — 1/' 
1— A' ft' 1—1/' 
1-A' 1-^' 1/'. 

Der weiteren Vereinfachung wegen ist es nun nützlich, aus die- 
sen vier, durch dieselben drei Kreislinien gleichzeitig bestimmten 
Paaren ein Paar und zwar dasjenige herauszugreifen, für welches die 
Summe der Winkel ein Minimum ist. Ein diesem Paare angehö- 
rendes Kreisbogendreieck möge mit S", und die Winkel desselben 
mögen beziehlich mit A"ä, ft";r, v^n bezeichnet werden. 

In dem ersten der oben erwähnten Fälle gibt es stets ein und 
nur ein solches Paar, für welches die Summe der Winkel kleiner als 
% ist, nämlich das Paar der zuerst erwähnten beiden Kreisbogen- 
dreiecke, von denen das eine ganz innerhalb, das andere ganz ausser- 
halb des Orthogonalkreises liegt. 

In dem zweiten Falle ist für jedes der vier Paare die Summe der 
Winkel grösser als jr, und, wenn nicht A = ft = i/ = ^ ist, so ist min- 
destens für eins der vier Paare die Summe der Winkel kleiner als | tc. 

Als Grenzfall ist der Fall zu behandeln, in welchem unter den 
Dreiecken eins sich findet, in welchem die Summe der Winkel gleich 
n ist, da dieser Fall nur dann eintreten kann, wenn der Kreis K^ 
durch einen der beiden Sclmittpunktc von Jf, und jfiT, hindurchgeht. 

Das Kreisbogendreieck Ä", für welches die Summe der Winkel 
ein Minimum ist, möge das dem Kreisbogeudreieck S zugeordnete 
reducirte Kreisbogendreieck genannt werden. Für gewisse Be- 
trachtungen genügt es, das Kreisbogendreieck S durch das zugeord- 
nete reducii*te Kreisbogendreieck S" zu ersetzen. 

Die Constniction eines Kreisbogendreiecks LMN mit zwei ge- 
radlinigen Seiten LM und LN, dessen Winkel beziehlich A«, ft^, v% 
sind, zeigt Fig.l5 für den Fall, dass A<:1, itKl, i;<:l; A+ft+v<:| 
ist. Die Bogen AB, BCy CD des Kreises mit dem Mittelpunkte O 
entsprechen beziehlich den Centriwinkeln [utj A;r, vit. Die Bogen AM 
und DN sind Quadranten, die Seiten ML und NL sind beziehlich 
parallel den Radien OB und OC, (In der Figur ist bei den Winkel- 
bezeichnungen überall der Factor it weggelassen.) 

Wenn k+fi+v = 1 ist, so tritt an die Stelle des Kreisbogen- 
dreiecks ein Dreieck mit drei geradlinigen Seiten und den Winkeln 
kx, fiTtj vn. 



Zur TbMrie der G&iissiichen hypergeometriachen Reihf. 237 

Fl(. 15. 



' A 
Damit von den beiden oben erwähnten Fällen 1) und 2) der 
zweite eintrete, iat, wie eine nähere Untersnchung zeigt, nothwendig 
und hinreichend, dass gleichzeitig die folgenden \'ier Bedingungen 
erfüllt sind: 

"Wenn dieae Bedingungen erfüllt sind , und nur unter dieser Voraus- 
setzung gibt CS einen Kreis mit dem Alittelpunkte L und dem Badins 
^OM*—OL*, welcher von jeder Seite des Kreisbogendreiecks LMN in 
diametral gegenüberliegenden Punkten geschnitten wird. In diesem 
Falle ist es daher möglich, durch Transfonnation mittelst reciproker 
Kadien die Ebene des Kreisbogendreiecks auf eine Kugelfläche con- 
form so zu übertragen, dasa dem Kreisbogendreieck LMN ein von drei 
Bogen grösster Kreise gebildetes sphärisches Dreieck entspricht. 

Das in Fig. IG dargestellte Kreisbügendreieck entspricht der auf 
der negativen Seite der Axe des Bellen in der Ebene {x) liegenden 
Halbebene, wie sich aus der Aufeinanderfolge der drei Winkel kx, 
lin, V» ergibt. 

Der im Vorhergehenden getroffenen Festsetzung zufolge entspricht 
das Kreisbogendreieck S der auf der jtotiitiveu Seite der Axe des 
Keellen in der Ebene {x) liegenden Halbebene E. Ea kann nun die 
coufonne Abbildung über jede der drei Strecken der Axe des Reellen 
— 00--.0, 0*--l, l-'-+co hinaus analytisch fortgesetzt und da- 
mit das Gebiet des Argumentes der Function s auf die auf der negativen . 
Seite der Axe des Reellen liegende Halbebenc £, ausgedehnt wei-den. 

Für jede dieser analytischen Fortsetzungen gilt nun, weil dem 
geradlinigen Theile der Begrenzung von E eine kreislinige 
Begrenzung von S entspricht, ein sehr einfaches Gesetz. 



333 Zur Theorie der Ga^ssischen hypergeometriscben Reihe. 

Bei der Fortsetzung der Abbildung über eine der drei Strecken 
der Axe des Reellen hinaus entspricht nämlich der Halbebene E^ 
ebenso wie der Halbebene E ein Kreisbogendreieck, welches mit S 
eine Seite gemeinsam hat, und welches mit S^ bezeichnet werden 
möge. Werden nun die Punkte der beiden Halbebenen E und E^ 
durch Symmetrie in Bezug auf die Axe des Reellen einander zuge- 
ordnet, so geht aus dieser Zuordnung ein punktweises Entsprechen 
der Gebiete S und S^ hervor, und zwar ist dieses Entsprechen das- 
jenige, welches unter dem Namen der Möbius sehen Kreisverwandt- 
schaft oder der Transformation durch reciproke Radien bekannt ist. 
Der Kreis, welchem die den Grebieten S und S^ gemeinsame Seite 
angehört, ist die Directrix dieser Verwandtschaft. (Vergl. Monats- 
berichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
Jahrgang 1870, S. 774.)*) 

Nach dem erwähnten Gesetze, welches wohl ;, Gesetz der Sym- 
metrie in Bezug auf eine Kreislinie" genannt werden darf, kann also 
die conforme Abbildung der Halbebene E auf das Gebiet S über 
jede der drei Seiten des Gebietes S hinaus analytisch fortgesetzt 
werden. Jedes der drei, bei der analytischen Fortsetzung dieser con- 
formen Abbildung entstehenden, der Halbebene E^ entsprechenden 
Gebiete S^ kann eine „S3Tnmetrische Wiederholung" des Gebietes S 
genannt werden. 

Offenbar gelten nun dieselben Betrachtungen hinsichtlich der 
analytischen Fortsetzung der conformen Abbildung nach dem Sym- 
metriegesetze auch für die symmetrischen Wiederholungen, da diese 
ebenfalls von Kreisbogen oder geraden Strecken begrenzt sind. Es 
entsteht hieraus in der Idee zunächst eine unendliche Anzahl von 
Gebieten 8 und S,, d. h. von unendlich vielen conformen Abbildungen 
der Halbebenen E und E^^ welche sämmtlich durch die analytische 
Function 5 und deren analytische Fortsetzungen vermittelt werden. 

In allen den FäUen, in welchen die Function s eine algebrai- 
sche Function des Argumentes x ist, wird die Anzahl der auf die 
angegebene Weise entstehenden, von einander verschiedenen 
Gebiete S und S^ eine endliche sein. 

Da sich dieser Satz in der Weise umkehi'en lässt, dass, wenn 
die Anzahl der von einander verschiedenen, aus der symmetrischen 
Wiederholung des Bereiches S entstehenden Bereiche eine endliche 



') Siehe S. 151 dieses Bandes. 
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ist, die Function s eine algebraische Function ihres Argumentes x ist, 
so wird hierdurch die Untersuchung der ursprünglich der Functio- 
nentheorie angehörenden Frage auf eine geometrische Aufgabe zu- 
rückgeführt, nämlich : 

Alle Kreisbogendreiecke zu finden, welche bei ihrer 
Vervielfältigung nach dem Symmetriegesetze nur zu 
einer endlichen Anzahl von der Lage und der Gestalt 
nach verschiedenen Kreisbogendreiecken Anlass geben. 

Die Betrachtung der Kreise, welchen die Seiten des Kreisbogen- 
dreiecks S und der symmetrischen Wiederholungen desselben ange- 
hören, zeigt nun, dass dieselben Kreislinien, welche bei der Bildung 
der sjTnmetrischen Wiederholungen des Kreisbogendreiecks S auftre- 
ten, auch für das zugeordnete reducirte Kreisbogendreieck &'" und 
für dessen symmetrische Wiederholungen sich ergeben. Also ist es, 
wenn keine der drei Zahlen A, /it, v eine ganze Zahl ist, gestattet, 
für den vorliegenden Zweck die Untersuchung auf die Betrachtung 
des zugeordneten reducirten Kreisbogendreiecks zu beschränken. 

Die Möglichkeit einer derartigen Zurückführung hängt mit dem 
Lehr Satze zusammen, dass zwischen je drei hypergeometrischen Rei- 
hen, deren erste drei Elemente sich nur um ganze Zahlen unterschei- 
den, eine identische Relation besteht, vermöge deren es im Allge- 
meinen möglich ist, jede einzelne der drei hypergeometrischen Reihen 
durch die beiden anderen, mit rationalen Fuhctionen von x als Coeffi- 
cienten, auszudrücken. 

V. 

Wenn die Winkelsumme des in Art. IV erklärten reducirten 
Kreisbogendreiecks S" kleiner als it ist, so tritt von den beiden er- 
wähnten Fällen der erste ein, und es gibt daher eine reelle Kreislinie, 
welche die drei Kreise, denen die Seiten von S" angehören, orthogo- 
nal schneidet. Es möge angenommen werden, dass dieser Kreis nicht 
durch eine gerade Linie vertreten \\rerde, welcher Fall durch eine 
geeignete vorhergehende Abbildung mittelst reciproker Radien ver- 
mieden werden kann. Es liegt dann, wie bereits erwähnt wurde, das 
eine der beiden reducirten Kreisbogen dreieckc innerhalb, das andere 
ausserhalb des Orthogonalkreises. 

Werden nun die sj^motrischeu Wiederholungen des innerhalb 
des Orthogonalkreises liegenden Gebietes ,S'" gebildet, so ergibt sich, 
dass dieselben ebenfalls ganz innerhalb des Orthogonalkreises lie- 
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gen; ferner, äass die Bjeise, denen die Begrenzungen der symme- 
trischen Wiederholungen angehören , sämmtlieh den Orthogonalkreis 
rechtwinklig sehneiden ; endlich , dass die Ecken der symmetrischen 
Wiederholungen von S" der Peripherie des Orthogonalkreises belie- 
big nahe konmien, dieselbe aber nicht wirklich erreichen können. 
Fig. 16 zeigt eine für die Annahme A" = ^ , fi" ^ \, v' ^ ^ ent- 
worfene Figur. 



/:\ 




Bei einer endlichen Anzahl von auf einander folgenden symme- 
trischen Wiederholungen haben die Ecken von der Peripherie stets 
einen endlichen Abstand, und niemals ist die Wiederholung abge- 



Es ist daher in diesem Falle die G-rÖase s stets eine unendlich 
vieldeutige, also transcendente Function der Grrösse x. Dagegen kann 
der Fall eintreten , dasa uuigekehi-t x eine eindeutige Function der 
Grösse s ist; dies findet statt, wenn >l = /", j» = ft", w = v' ist, 
imd gleichzeitig -p-, -,r. „- drei ganze Zahlen sind. Es Ixitt 
jedoch hierbei der bemerkenswerthe Umstand ein, dass das Öebiet 
der Variablen s auf das Innere eines Kreises beschränkt ist, und 
dass die Peripherie dieses Kreises für jenes Gebiet eine natürliche 
Grenze bildet, «bor welche hinaus eine aualytiache Fortsetzung des 
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zwischen Function und Argument bestehenden Abhängigkeitsverhält- 
nisses in dem gewöhnlichen Sinne unmöglich ist. 

Im Jahre 1863 hat Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen 
über die Theorie der analytischen Functionen auf die Möglichkeit 
eines solchen Umstandes aufmerksam gemacht. Aus derselben Zeit 
rührt auch das Beispiel 

• 

her, bei welchem der Bereich der Veränderlichkeit der complexen 
Grösse q ebenfalls auf das Innere eines Kreises beschränkt ist; ein 
Beispiel, dessen Kenntniss ich Herrn Kronecker verdanke. 

Die Kenntniss eines Beispieles, bei welchem für den Bereich des 
Integrales einer algebraischen Differentialgleichung bei unbe- 
schränkter Variabilität des Argumentes eine natürliche Grenze existirt, 
und welches ebenfalls aus der Theorie der elliptischen Functionen 
genommen ist, verdanke ich einer mündlichen Mittheilung des Herrn 
Weierstrass aus dem Jahre 1867; dieses Beispiel hängt mit dem 
sogleich zu betrachtenden Grenzfalle A = 0,|Lt = 0,i/ = nahe 
zusammen. 

Es kann noch bemerkt werden, dass in dem vorliegenden Falle 
die Lage der natürlichen Grenze ausser von den Zahlen A", ft", v" 
auch noch von den Werthen abhängt, welche den in dem Ausgangs- 
element vorkommenden Integrationsconstanten beigelegt werden. 

Die erste gedruckte Mittheilung über das Auftreten natürlicher 
Grenzen findet man, soviel mir bekannt ist, in einer Abhandlung des 
Herrn Weierstrass, Monatsberichte der Königlichen Akademie fler 
Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1866, S. 617. Einige sachbezüg- 
liche Beispiele enthält die Programraabhandlung des Herrn Hanke 1: 
^lieber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen.'* 
Tübingen 1870.*) 

An das Vorhergehende kann die Betrachtung der beiden Grenz- 
falle X"+i$"+v"= und X"'\'fi"+v''= 1 angeschlossen werden. 

In dem ersten Falle ist das Kreisbogendreieck aS" ein Kreis- 
bogendreieck mit drei Spitzen. 

Setzt man mit Jacob i 

i \/(l-r)(l-*T) J, VCl-l"«!-*'"!') 



*) Abgedruckt im 20ten Bande der Mathematischen Annalen S. 63— 112. 
Sek w tri, Gesunmelie Abbtndlvnflfen. H. 16 
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wo k^ + h'^ = 1 ist, 80 ergibt sich für A = 0, fi = 0, v = 

a'K-^VK' 



s = 



aK + hK' 



als Function von x = Jc\ Für reelle Werthe von k und k' haben die 
erklärten Grössen K und K' eine bestimmte Bedeutung; für complexc 
mögen sie durch simultane analytische Fortsetzungen erklärt werden. 
(Vergl. Jacobi, Fundamen ta nova theoriae fanctionum ellipticaruiii r 
p. 74; dieses Journal Bd. 3, S. 194.)*) 

Auch in diesem Falle ist der Bereich der Variablen s ein b 
grenzter , während die Gri'jsse k' eine unbeschränkt veränderlich 
Grösse ist. Hierbei ergeben sich umgekehrt ä* und k'* sowie all^^ -^ 
Potenzen dieser Gri)ssen als eindeutige Functionen von s, sobal 
a, 6, a\ h' gegeben sind. 

In dem zweiten Grenzfalle A" + ii" + v" = 1 kann das Kreisbogen- 
dreieck S" durch ein geradliniges Dreieck mit den Winkeln A^jr, ft"«, v" 
ersetzt werden, und zwar kann man sich in diesem Falle denken, das^^^ -^ 
der Radius des Orthogonalkreiaes unendlich gross geworden ist. Hier — '^" 
bei soll vorausgesetzt werden , dass von den drei Zahlen A", fi", v"*"* " 
keine den Werth habe. 

Die symmetrischen Wiederholungen eines geradlinigen Dreiecks-^^^ 
sind wieder geradlinige Dreiecke, und zwar ist die Anzahl der von 
einander verschiedenen symmetrischen Wiederholungen, die aus einem 
solchen Dreieck gebildet werden können , unbegrenzt. Es ist also 
auch in diesem Grenzfalle die Grösse s eine unendlich vieldeutige 
Function der Grösse x. 

Diejenigen in diesem Grenzfalle enthaltenen speciellen Fälle ver- 
dienen besondere Erwähnung, in denen umgekehrt die Grösse x eine 
eindeutige Function der Grösse .s' ist. Damit dies eintrete, ist es 

nothwendig und hinreichend , dass -777-, -ir, —r ganze Zahlen seien, 

und dass A = A", 11 = ii'\ v = v" gesetzt werde. Es ist nun ent- 
weder A" = ^" = v" = ^ , oder* eine der Zahlen A", |[t", v\ etwa A", 

ist grösser als ^. Da -jrr eine ganze Zahl sein soll, so kann diese 

ganze Zahl nur gleich 2 sein ; es folgt also A" = ^ ; ^" + 1;" = ^. 
Nun ist entweder fi" = v" = J und damit ist ein zweiter Fall 
A" = ^ , ^" = \ , v" = { aufgefunden , oder es ist eine der beiden 



*) C. G. J. Jacobi, Gesammelte Werke, Band I, S. 82, S. 252. 
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Zahlen , etwa /it", grosser als {. Da —jr eine ganze Zahl sein soll, 

so ergibt sich ^" = ^ und v" = J^. 

In den drei angeführten Fällen, in welchen das betrachtete ge- 
radlinige Dreieck ein gleichseitiges, beziehungsweise ein rechtwinklig 
gleichschenkliges ist, oder die Winkel 30", 60*^, 90" besitzt, ist x eine 
einwerthigc elliptische Function der durch einen, in der Ebene 
der geradlinigen Dreiecke liegenden Punkt geometrisch dargestellten 
eomplexen Grösse s. 

Man w^iirde irren , wenn man glauben wollte , dieses seien die 
einzigen Fälle der conformen Abbildung einer Halbebene (x) auf die 
Fläche eines ebenen geradlinigen Dreiecks (s) , in denen die unter 
der Voraussetzung X + ii + v = 1 bestehende Abhängigkeit zwischen 
den beiden Grössen x und s in der Weise unbeschränkt umkehrbar 
sei, dass zu jedem Werthe der Grösse .s* nur eine endliche Anzahl 
"von Werthen von x gehöre. Wird die Aufgabe- so gefasst, so muss zu 
den bereits angeführten Fällen noch einer hinzugefügt werden, näm- 
lich der Fall A" = f , ^i" = J , v" = J; denn in diesem Falle ist x 
eine zweiwerthige elliptische Function eines durch eine bili- 
neare Gleichung von der Grösse s abhängenden Argumentes m, welches 
durch das Integral 

— r^ dx 

ausgedrückt wird. 

Hiermit sind alle Fälle erschöpft, in denen die conforme Abbil- 
dung der Fläche eines geradlinigen Dreiecks auf die Fläche einer 
Halbebene durch eine analytische Function vermittelt wird, bei welcher 
jedem Werthe des unbeschränkt veränderlichen Argumentes nur eine 
endliche Anzahl von Werthen der Function entsprechen. (S. dieses 
Journal Bd. 70, S. 118.)*) 

VI. 

Anders gestaltet sicli die Untersuchung für den zweiten der in 
Art. IV betrachteten- FäUe , in welchem die Winkelsumme des zuge- 
ordneten reducirten Kreisbogendreiecks S" grösser als x ist. 

Es gibt dann keine, die drei Kreise JSTi, jBC,, K^ orthogonal schnei- 
dende Kreislinie; dagegen gibt es einen Kreis, welcher von den ge- 
nannten drei Kreisen in diametral gegenüberliegenden Punkten ge- 



'*') Siehe S. 81 dieses Bandes. 
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schnitten wird, und dessen Mittelpunkt das Potenzcentrum der di'ei 
Kreise ist. Denkt man sich nun eine Kugel eonstnürt , liii- welche 
dieser Kreis ein grösster Kreis ist , und projicirt man von einem der 
beiden Pole desselben die beiden Ivreisbogendreiecke S und S" auf 
die Kugelfläche , so entsteht auf der Kugeloberfläche eine conforme 
Abbildung dieser Kreisbogendreii^cke , und zwar entsprechen den Be- 
grenzungslinien derselben Bogen grösster Kugelkreise. Es ist nuu 
nützlich , statt des ebenen Kreisbogendreiecks S" das demselben ent- 
sprechende sphärische Dreieck mit den Winkeln X"Xj fi"7t, v^it zu be- 
trachten, welches mit S* ))ezeichnet werden möge. Für dieses Dreieck 
sind die symmetrischen Wiederholungen auch in dem gewöhnlichen 
engeren Sinne symmetrische oder congruente Figuren, indem jedesmal 
die Ebenen der begrenzenden Seiten die Symmetrie-Ebenen sind. 

Es ist also die Aufgabe auf die folgende zurückgeführt: 

Alle sphärischen Dreiecke zu finden, deren symme- 
trische und congruente Wiederholungen auf der Kugel- 
oberfläche nur zu einer endlichen Anzahl von der Lage 
nach verschiedenen sphärischen Dreiecken Anlass geben. 

Wenn das sphärische Dreieck /S* mir zu einer endlichen Anzahl 
von der Lage nach verschiedenen symmetrischen und congruenteu 
Wiederholungen führt , so ist die Function s , durch welche die con- 
forme Abbildung einer Halbebene J? auf dieses sphärische Dreieck S* 
veimittelt wird , stets eine algebraische Function. Denn die 
beiden Rie mann sehen Flächen, welche das Gebiet des Argumentes 
X und das G-ebiet der Function s bei unbeschränkter Veränderlichkeit 
beider Variablen geometrisch darstellen, sind in diesem Falle ge- 
schlossene Flächen mit einer endlichen Anzahl von Blättern. Hier- 
aus ergibt sich aber (vergl. Art. 20 der Inauguraldissertation Rie- 
mann's) dass unter der angegebenen Voraussetzung die beiden Va- 
riablen X und s durch eine algebraische Gleichung mit einander 
verbunden sind. 

Dieselbe Schlussweise, welche im Vorhergehenden angedeutet ist, 
ist auch in der Rie mann sehen Abhandlung „Ueber die Fläche vom 
kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung*' (Abhandlungen der König- 
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Band 13)*) im 
Eingange des Art. 13 erwähnt. Es heisst dort: „Die Minimalfläche 
ist bestimmt, sobald man eine der Grössen w, i\. X, Y, Z durch eine 
der übrigen ausgedrückt hat. Dies gelingt in vielen Fällen. Beson- 

'^) Beruhard Kiemanu, Gesammelte Werke,* S. 296. 
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dere Beachtung verdienen darunter diejenigen, in welchen -^^ eine 

algebraische Function von rj ist. Dazu ist nöthig und hinreichend, 
das3 die Abbildung auf der Kugel und ihi^e symmetrischen und con- 
gruenten Fortsetzungen eine geschlossene Fläche bilden , welche die 
ganze Kugel einfach oder mehrfach bedeckt."* 

Diese Stelle und der Inhalt des Art. 18 derselben Abhandlung 
stehen auch in Beziehung zu dem Inhalte eines kurzen Aufsatzes des 
Verfassers (Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, Jahi'gang 1805, S. 149)*), in welchem unter anderem 
erwähnt ist, dass mit der conformen Abbildiuig der (xesammtober- 
flächen der regelmässigen Polyeder auf die Kugel eine Anzahl von 
Minimalflächen zusammenhängen, auf denen unendlich viele Gerade liegen. 

Ueberhaupt kann für jeden der von Riemann in Betracht ge- 

zogenen Fälle , in welchem die Functtion -, - eine algebraische 

Function von i] ist, ein Zusannnenliang mit einem der regelmässigen 
Polyeder, zu denen im xorliegenden Falle auch die regelmässigen 
Doppelpyramiden zu rechnen sind, nachgewiesen werden, insofern als 
ein sphärisches Vieleck nebst s(»in(Mi synnnetrischen und (kongruenten 
Wiederholungen auf der Kngelfläche nur dann eint; geschlossene 
Rieraannsche Fläche zu bilden im Stande ist. wenn die Ebenen, in 
denen die Seiten dieses Vieleckes liegen , Synmietrie - Ebenen eines 
regelmässigen F'olyeders sind. 

Die Aufgabe, auf welche die rntersuchung hi(»r geführt hat, ist 
bereits in einem Aufsatz^* StiMner's: „Einfache Beweise der isoperi- 
metrischen Hauptsätz(»" [dieses Journal Bd. 18, S. 295]**) angegeben, 
aber nur theilweise gelöst. Die vollständige Lösung tindet man in 
einer Aiimerkung zu einer and(»ren Abhandlung desselben Geometers 
[dieses Journal Hd. 24, S.247]***). ai\ welcher Stelle iiidess die Be- 
ziehung zu den regelmässigen Polyedern nicht (»rwähnt wird. 

Ausser den Stein er sehen Abhandlnn,i»:en ist noch eine Abhand- 
lung des Herrn (\ .lovdan: ..Kecherelies sur les polyedres," [dieses 
Journal Bd. B6] zu nennen. 

Durch geometrische Betrachtungen von übrigens sehr einfacher 
Natur, auf welche hier nicht nähei* einzugehen ist. wird die Einsicht 
gewonnen, da.ss ein sphärisches Dreieck nur dann zu einer endlichen 

*) Siehe S. 1 des ersten Haiiiles der vorliefjeiidon Ausgabe. 
**) Jacob Steiner, Gesammelte Werke, Band II, S. 91. 
***) Jacob Steiner, Oesammelte Werke, Hand II, S. öO.') Aumerknn? und S. 735. 
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Anzahl von einander verschiedener symmetrischer oder congruenter 
Wiederholungen führt, wenn die drei Ebenen, in denen die Seiten des 
Dreiecks liegen , drei Symmetrie - Ebenen eines regulären Polyeders 
sind. Ausgenommen ist jedoch hierbei der Fall , in welchem zwei 
Winkel des sphärischen Dreiecks rechte Winkel sind. Dann ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass das sphärische 
Dreieck nur eine endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen dar- 
biete, die Bedingung, dass der dritte Winkel mit tc commensurabel sei. 

Wenn man nun von diesem Falle, welcher einer regelmässigen 
Doppelpyramide entspricht, absieht, und sich die Aufgabe stellt, alle 
übrigen möglichen Fälle aufzufinden , so hat man nur nöthig , die 
Durchschnitte der Symmetrie-Ebenen der regulären Körper mit einer 
concentrischen Kugelfläche zu betrachten und alle hierbei auftretenden 
sphärischen Dreiecke aufzusuchen. 

Nach dem Vorhergehenden kann man sich damit begnügen, nur die 
von einander verschiedenen reducirten Kreisbogendreiecke S" zu be- 
trachten, welche sich hierbei ergeben. 

Dann erhält man für die Zahlen A", il\ v" folgende Tabelle, welche 
so geordnet ist, dass A" [^ [i!' > v" ist, und dass innerhalb jeder Gruppe 
die Winkelsumme {k''+^"+v")n für den je folgenden Fall grösser 
oder mindestens ebenso gross wie für den vorhergehenden ist. 

Tabelle 

enthaltend , abgesehen vom gemeinsamen Factor n , die Bogenzahlen der Winkel und 
den Flächeninhalt der reducirten sphärischen Dreiecke, welche auf einer Kugelober- 
tläche vom Radius 1 durch die Symmetrieebenen einer concentrischen regelmässigen 
Doppelpyramide oder eines concentrischen regelmässigen Polyeders bestimmt werden. 



No. 


k" 


fi" 


1 


Inhalt 

1 

« 1 


Polyeder 


1. 


1 

2 

1 

'j 

2 
3 


1 
•i 
1 

a 

1 

3 


y 

1 
:i 
1 

3 


' 


Regelmässige Doppelpyramide 


IL 
III. 




Tetraeder 



IV. 
V. 



1 

2 



.V ; 


1 


3 1 


4 


1 


1 


♦ 


4 



VI. 
Vll. 

vm. 

IX. 

X. 

XI. 

XII. 

xm. 
xrv. 

XV. 



5 

2 

'J 

1 

2 

S 

5 

2 

5 

2 

3 

4_ 

6 

1_ 

'2' 

8 

6 



1 


1 


3 


5 


1 


1 


3 


3 


1 
6 


1 


2 

ö 


1 
'5 


1 


1 


3 


5 


2 


2 


6 





3 


1 


1 
6 


1 
6 


ö 


1 
3 


t 

i 6 


1 



1 

12 

1 

_j8_ 

1 

3<) 
_1^ 
15 
_!_ 
16 

l_ 
10 

2^ 
16 

1 

6 

1 

'5' 

1 

6 

80 
l_ 



B 
2B 



Würfel und Oktaeder 



C 
26' 
2C 
3C 
4C 
6C 
6C 
6C 
IC 
IOC 



Dodekaeder und Ikosaeder 
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Es ergibt sich hiemach die Regel: 

Man denke sieli die drei Zahlen A, fi, i;, welche als rational vor- 
ausgesetzt werden , und von denen keine eine ganze Zahl sein soll, 
auf die kleinste Benennung gebracht und schliesse dann wie folgt. 

1. Sind zwei von den drei auftretenden Nennern gleich 2, so ist 
s eine algebraische Function von x, (No. 1 der Tabelle.) 

2. Ist einer der drei Nenner grösser als 5. ohne dass gleichzeitig 
die beiden anderen Nenner gl<»ich 2 sind, so ist s eine trän sc en- 
de nte Function von x, 

3. Sind alle drei Nenner kleiner als 0, so bilde man die abso- 
luten Beträge A', ii\ v der niodulo 2 absolut kleinsten Reste von 
A. li, V und wähle von den 4 Svstemen 

' r ' •/ 

AI I I 

fl V 

A' 1— ft' 1 — i;' 
l—A' ft' l—v 
1 — A' 1 — f*' v' 

dasjenige System von drei Zahlen aus , welches die kleinste Summe 
ergibt. Die drei Zahlen dieses Systems denke man sich der Grösse 
nach mit A", fi", i/" bezeichnet , so das A" Jj fi" _!: i/" ; dann sind drei 
Fälle zu unterscheiden : 

a. Ist die Summe k" + ^" + v" kleiner als l, oder gleich 1, so ist 
s eine transcendente Function von x, 

b. Ist die Summe grösser als l , während jedoch das System 
A", ft", v" mit keinem der 15 Werthsysteme der angegebenen Tabelle 
übereinstimmt, so ist ,v eine transcendente Function von x. 

c. Stimmt aber das System A", u", v" mit einem der 15 Werth- 
systeme der Tabelle übercin , so ist s eine algebraische F'unction 
von X, — 

In dem Falle A = i, u = A erhält man « = i 1 1 — i/). /i = - ^ i/ = a— J, 
V = 1. • 

/ — -2 ? 

Vergl. die Formeln 11 und IV der Ciraussischen Tabelle (Gauss 
Werke Bd. III, S. 127). Ein zweites Integral der Ditterentialglei- 
chung ist 
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Hieraus ergibt sich , dass die Grrösse s eine rationale Function 
ersten (xrades ist von der Grösse ( ^1 und für den Grenzfall 



\l-\fxf 



V = von dtT Grösse Jlog ^.. 

Weniger einfach ist der algebraische Zusammenhang zwischen 
den beiden veränderlichen Grössen s und x für den in der obigen 
Tabelle mit II bezeichneten Fall. Es erscheint angemessen, für diesen 
Fall die Schlussergebnisse mit einiger Ausführlichkeit anzugeben. 

Beispiel: Untersuchung des speciellen Falles A = J, /it = J, v = ^. 

Es seien g, ry,' g rechtwinklige Punktcoordinaten. — Man denke 
sich ein reguläres Tetraeder in der Lage , dass zwei Gegenkanten, 
von denen die eine der 5-Axe, die andere der i^-Axe parallel ist, von 
der g-Axe geschnitten werden. Der Coordinatenanfang möge mit dem 
Mittelpunkte des Tetraeders zusammenfallen. Um denselben denke 
man sich mit dem Radius 1 eine Kugel beschrieben und auf dieselbe 
vom Mittelpunkte aus die Ecken, die Flächen- und Kantenmitten der 
Tetraederoberfläche projicirt. Die Sjinmetrieebenen des Tetraeders?, 
in welchen jene Punkte liegen , zerlegen die Kugeloberflächc in 24 
congruente sphärische Dreiecke , der(^n Winkel 60^, 60^, 90** betragen. 

Von dem Punkte ^ = ^l i] = <), £ = 1 aus werde nun die Kugel- 
oberfläche auf die Ebene 5 = stereographisch projicirt, und eiu 
Punkt dieser Projection, dessen (\>ordinaten beziehlich g,, ?^,, sind, 
als der geometrische Repräsentant der loniplexen Grösse 5i + ^i i = s 
betrachtet. 

Das Tetraeder nii)ge diejenige der beiden, den angegebenen Be- 
dingungen genügenden Lagen haben, bei welcher die Ecken desselben 
den Wurzeln der Gleiolamg i — ^^lis^—s* = entsprechen; die Mit- 
ten der Seitenflächen entsprechen dann den Wurzeln der Gleichung 
1 -1-2^35*— 6'^ = und die Kantenmitten den Wurzeln der Gleichung 
5(1-1-5*) = 0, zu welchen noch 5 = 00 hinzukommt. 

Die eonforme Abbildung eines der erwähnten 24 sphärischen 
Dreiecke auf eine Halbebene, in der Art, dass bei der Abbildung der 
ganzen Kugeloberfläche den Ecken des Tetraeders der Punkt x = Oj 
den Flächenmitten der Punkt x = 00, und den Kantenmitten der Punkt 
X = +1 entspricht, vermittelt die Gleichung 
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Die Betrachtung des Werthes Jt- = 1 fährt auf die Identität 

(l + 2\/3s^-5*)»-(l-2V3s»-s*)' = r2V3[s(l + s*)?- 
Wenn die Gleichung zwischen den Grössen x und s in Beziehung 
auf s aufgelöst und zur Abkürzung c** * = -^- + -^r- % mit *, ^^^ = d* 

mit £ bezeichnet wird , so ergibt sich einer der zwölf Werthe von s 
durch die Formel 




wo s für a; =s den Werth —^^^j~^ besitzt. Hieraus ergeben sich, 
wenn « = |, /3 = — -^i^^, y = | gesetzt wird , unter Benutzung der 
in Art. II mitgetheilten Formeln zunächst folgende beiden particulären 
Integrale der Diiferentialgleichung der hypergeometrischen Reihe: 

y^ = y^#Vr^^'^-r*Vi-7"^x. y, = y^tfViZT^^+d^Vi-a'v'i. 

Da jeder von beiden Zweigen in den anderen übergeht, wenn ^x um 
den^ftinkt V^^ = s einen Umlauf macht, so sind y^ und y, zwei ver- 
schiedene Zweige derselben algebraischen Function y. 

Wenn ^x um den Punkt \/x = 6* einen Umlauf macht, so geht 
y\ in — yj, yl in —y] über. Hieraus folgt, dass y* eine zweiwerthige 
Function von ^x und dass y eine vierundzwanzigwerthige Function 
von X ist. Wenn nun y./; um den Punkt a; = zwei Umläufe macht, 
so gehen nach dem ersten Umlaufe die beiden Zweige y„ y, in zwei 
neue Zweige y^, y^ und nach dem zweiten Umlaufe abermals in zwei 
neue Zweige y^, y^ über : 

y^ = ^dVr» s'^x^ä''\Ji-\/x , y, = ^dVl-V^x-hd-'^i^x, 

y^ = ^«S/r^^x _r»Vl-ffr, y, = y^dVi^^ +(rWl-£V^a:. 

Da die Function y einer linearen Ditferentialgleichuug zweiter Ord- 
nung genügt , so müssen y^, y^, y^, y^ linear und mit constanten Coeffi- 
cienten durch y^ und y, ausdrückbar sein ; in der That ergibt sich 

y.. = -7~*~'^-'>/. + va). y. = .^ *"* «yi+y.). 
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Hieraoü folgt: 



Di*: ^rönfonn»: AbKiMan^ «kr KugrloUrrtläohe auf die Ubeniacne de? 
rr-g^lmäas^ig^n Tetraeder^ wir«! vennitt^-lt dorch da* elliptische Integral 

Für düisielhe hat ^iie Invariante, welche Herr Weierstrass mit o, 
bezeichnet, den Werth 0. £ä findet daher for die Multiplication die- 
aen Integral» mit einer dritten Einheitswurzel f ein algebraisches 
Maltiplication.'itLeoreiu .«^tatt. Nun kann gefragt werden . welchen 
Rangen die hier betrachteten algebraischen Functionen, beziehimgs- 
weiije die Gleichungen .sind, durch welche dieselben erklart werden. 

Die Gleichung zwischen den Grossen jc und .« ist vom -Range 
Null, flu X durch s rational ausdriickbar ist. 

Die Gleichung zwischen den Grössen x und y, ist vom Range 
Ein«: denn e*i i.st flie Grösse z rational ausdrückbar durch y^ und 

Vyj-W. 

> = ll-\3y; + 2y;\;/^^3r. 

Die auÄ dieser Gleichung hervorgehenden elliptischen Integrale sind 
ali*o in«be.sondere lemniscati.se he. 

Hingegen ist die Gleichung, welche zwischen den Grössen y, und 
8 besteht; vom Range Drei, .so zwar, dass drei von einander linear 
unabhängige, zu dieser Gleichung gehörende Integrale erster Art trans* 
formirte elliptiüche Intx'grale sind. Vergl. einen Aufsatz des Herrn 
Roth igt dieric« JouiTjal Bd. 5r,. S. 197. 

Es ergibt .«ich nämlich 






H-2V3s'-s* 
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Die drei Integrale erster Art sind die folgenden: 

ds r ds C sds 



r ds r ds_ r 



Das erste und das letzte dieser di'ei Integrale sind transformirte lem- 
niseatische Integrale, wie aus folgenden Gleichungen hervorgeht: 

dy^ —1+i ds dy^ V^ sds 

Das zweite vermittelt die eonforme Abbildung der Kugeloberfläche 
auf die Oberfläche eines regulären Tetraeders ; fiii' das erste und für das 
letzte Integral gilt also bei der Multiplication mit \derten Einheits- 
wurzeln, fiii* das zweite gilt bei der Multiplication mit dritten Ein- 
heitswurzeln ein algebraisches Multiplicationstheorem. 

In ähnlicher Weise, nur mit etwas mehr Aufwand von Rechnung, 
würden sich die in der obigen Tabelle mit IV und VI bezeichneten 
Fälle behandeln lassen. 

Hier folgen noch die für diese Fälle zwischen den Grössen x und 
s bestehenden Gleichungen bei einer solchen Verfügung über die dis- 
poniblen Constanten, welche lür das Schlussergebniss möglichste Ein- 
fachheit bewirkt. Bei dieser Gelegenheit mögen hier auch die Formeln 
einen Platz linden, durch welche die conforme Abbildung der Ober- 
fläche der regulären Polyeder auf die Kugeloberfläche vennittelt wird. 

Denkt man sich ein reguläres Oktaeder in der Lage, dass seine 
Ecken auf den Coordinatenaxen liegen, so entsprechen bei der Pro- 
jection der Ecken auf die Kugel und bei der Projection der Kugel 
auf die Ebene 5 = den Ecken des Oktaeders die Wurzeln der 
Gleichung 5(1 — 5*) = und 5 = oo, die Mitten der Seitenflächen 
den Wurzeln der Gleichung 1 -f- 14«* -f- 5* = 0, und die Mitten der 
Kanten den Wurzeln der Gleichung 1— 33s*— 33 5^ -f 5" = 0. 

Denkt man sich zu dem Oktaeder die Polarfigur , den Würfel, 
construirt, so erhält man dieselben Gleichungen; nur vertauschen sich 
natürlich die auf die Ecken und die auf die Mitten der Seitenflächen 
bezüglichen Gleichungen. 

Die conforme Abbildung der Kugeloberfläche auf die Oberfläche 
eines regulären Oktaeders wird vermittelt durch das Integral 



ti 



^ r ds 

"J ^5(1-5*)' 



u = 
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Dieses Integral gehört zu denjenigen Integralen algebraischer Func- 
tionen, welche durch eine algebraische Transformation auf ellip- 
tische Integrale zurückgefühit werden können. Die Substitution ist 

hier folgende : s = t^ führt auf m = J / -3==rrr^ , durch welches In- 
tegral die Kreisfläche | ^ | < 1 auf das Innere eines regelmässigen 
Sechseckes in der Ebene (u) conform abgebildet wird. Setzt man nun 

^• — — - == —2t;, so ist 

f = ^v + ^¥+i, l-r = 2t;/^ (« = -i-ü^.-.-, 

^ \/t;* + l 

Näheres über die conforme Abbildung der Oberfläche des regulären 
Oktaeders auf die Oberfläche der Kugel enthält die Doctordissertation 
des Herrn Amstein, welche in der Vierteljahrsschrift der Natur- 
forschenden Gesellschaft in Zürich, löter Jahrgang, 1871, S. 297 — 341 
abgedruckt ist. 

Die conforme Abbildung der Kugel auf die Oberfläche eines 

/ ds 
V- - -. 

V^l-|-14s*+.<f'* 

Auch dieses Integral ist durch eine algebraische Transformation auf 

ein elliptisches und zwar auf ein lemniscatisches zurückführbar.*) 

Die Function 

(1 + L4,s' + s** )' 
4- 27 [7(1-/)]^ 

vermittelt die conforme Abbildung eines sphärischen Dreiecks mit 

• 

den Winkeln ^;r, |jr, ^it (60^, 45^, 9(f ), dessen Ecken beziehungsweise 
von einer Ecke des eingeschriebeneu Würfels , einer Ecke des einge- 
schriebenen regulären Oktaeders und der Projeotion einer Kantenmitte 
gebildet werden, auf eine Halbebene in der Art, dass jenen Punkten 
die Punkte 0, oo, 1 entspreclien. J^ei Berücksichtigung . des Werthes 
X = 1 entsteht die identische (Tleichung 

(l + l4&Hs''^r~4.27|.sM.l-.s^*il» = (;i-:Ws*-33,vH'^'')% 

welche zur Lösung der Aufgabe dienen kann : Die Gleichung p'^ — Aq* = r* 
in rationalen Zahlen zu lösen, wenn A eine ganze Zahl bedeutet. 

*) Siehe S. 2 des ersten Baudes der vorliegenden Ausgabe. 
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Denkt man sich in eine Kugel ein regelmässiges Ikosaeder und 
ein regelmässiges Dodekaeder einbeschrieben , so dass beide Ober- 
flächen in Bezug auf eine concentrische Kugel Polarfiguren sind, so 
entsprechen den Ecken des Ikosaeders und den Flächenmitten des 
Dodekaeders bei passender Lage derselben gegen das Coordinaten- 
system ausser dem Weiche s = oo die Wurzeln der Gleichung 
q>j^(8) = 0, wo 9„(s) = .9(1 — 11s*— 5'"), den Flächenmitten des Iko- 
saeders und den Ecken des Dodekaeders die Wurzeln der Gleichung 
fpjs) = 0, wo (p^^(s) = 1 + 22s. s' + 494s'' -228 s'' + s'\ den Mitten 
der Kanten beider Oberflächen die Wurzeln der Gleichung 9jo(s ) = 0, wo 

g)^{s) =x 1-522s*-10005.s-^^-100055*^ + 522ä" + s»'. 

Die conforme Abbildung der Oberfläche der Kugel auf die Ober- 
fläche eines regelmässigen Ikosaeders wird vermittelt durch das Integral 



J \y.9('i-ii6-^-,s-^^( J 



(IS 



welches durch eine passende algebraische Substitution in ein ellip- 
tisches Integral erster Art tranformirt werden kann. 

Die conforme Abbildung der Oberfläche der Kugel auf die Ober- 
fläche eines regelmässigen Dodekaeders wird bewirkt durch das Integral 



r (1s 

u = I ■--_ — , 

\/(P20^S) 



wobei zu bemerken ist . dass dieses Integral nicht, wie die bisher be- 
trachteten, ein transf(^rmirtes elliptische? ist. 
[Das Integral 



f ds 



) 

vermittelt die conforme Abbildung der Kugeloberfläche auf die Ober- 
fläche eines halbregulären Polyeders, welche von zwölf regelmässigen 
Fünfecken und zwanzig gleichseitigen Dreiecken gebildet wird.] 

Die conforme Abbildung der Fläche eines sphärischen Dreiecks 
mit den Winkeln ^n, J.t, \n auf eine Halbebene (x), in der Art, 
dass den Ecken desselben beziohlich die Werthe x = 0. .r = 00, 
ar = 1 entsprechen, wird herbeigeführt durch die Function 



^''n^Äs}\ 



.t. 
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Unter Berücksichtigung des Werthes x =i 1 ergibt sich hieraus die 
Identität 

[9.o(^)]'-4^3»[(p,,(5)7 = [(p,o(5)r. 

vn. 

Bei den bisherigen Untersuchungen wurde der Fall ausgeschlossen^ 
dass von den drei Zahlen A, ft, v eine oder zwei ganzzahlig sind. 
Dieser Fall ist jetzt zu erörtern. 

Wenn die Zahl A den Werth hat, so ist das Integral der Diffe- 
rentialgleichung W{s^x) = F{x) eine transcendente Function von x, 
weil das früher gefundene particuläre Integral 6 in diesem Falle stets 
ein nicht verschwindendes logarithmisches Glied enthält. (Siehe die 
Gleichung (L*) in Art. III.) 

Wenn nun eine der drei Zahlen, etwa A, einer ganzen Zahl m 
gleich ist, so ist noth wendig, damit das Integral s in der Umgebung 
des zugehörenden singulären Werthes :r = den Charakter einer 
algebraischen Function besitze, dass der Coefficicnt B^ jenes logarith- 
mischen Gliedes den Werth habe, dass also der Werth x = für 
die Differentialgleichung nach der Bezeichnungsweise des Herrn Weier- 
strass ein ausserwesentlich singulärer Werth sei. 

Im Art. III ist die Bedingung für das Verschwinden jenes Coef- 
ficienten allgemein auf das Verschwinden einer gewissen Determinante 
D zurückgeführt, welche in Beziehung auf die in ihr vorkommenden 
Coefficienteu a eine ganze ganzzahlige Function des mten Grades ist ; 
es kommt indess nur der Coefficient a^ wirklich in so hoher Potenz 
vor und zwar hat a" den Factor 1 ; auch ist dieses Glied das einzige 
in der Determinante D enthaltene Glied der mten Dimension. 

Es ist nun im Speciellen die Bedingung D = für den Fall der 
hypergeometrischen Reihe zu untersuchen. 

Zufolge der in Art. III eingeführten Bezeichnung ist 

Hieraus folgt 

Also ist 2"*/) eine ganze ganzzahlige Function 2wten Grades von 
fi und V, und zwar ist der Coefficient von /it"" in derselben gleich 1. 
Man kann nun zeigen, dass diese Function in 2m von einander 
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verschiedene, ganzzahlig ans (i und v gebildete Linearfactoren, welche 
die Gestalt 

fi±v± (m—m) 

haben , zerlegbar ist , wo m' alle ungraden ganzen positiven Zahlen 
zu durchlaufen hat, welche nicht grösser als m sind. Da die Anzahl 
der von einander verschiedenen Ausdrücke dieser Form , wenn alle 
möglichen Zeichencombinationen und alle möglichen Werthe von m' 
berücksichtigt werden, genau gleicli 2m ist, so ist es nur nöthig, nach- 
zuweisen , dass das allgemeine Integral der Differentialgleichung der 
hypergeometrischen Reihe in der Umgebung des Werthes x = 
jedesmal unverzweigt ist, sobald zwischen (i und v eine solche Be- 
ziehung stattfindet, dass irgend einer der 2m soeben erklärten linearen 
Ausdrücke den Werth hat. Hieraus folgt dann, dass jeder der 2m 
Ausdrücke ein Factor von 2*2) sein muss, dass also 

2"*2) = 'n[^±v±{m-m')] 

ist. Für den Zweck der vorliegenden Untersuchung kann, wenn ^ und 
V Variable bedeuten, unbeschadet der Allgemeinheit — /u, statt ^ und 
— V statt V gesetzt werden, da in der Differentialgleichung W{SjX) = F(a:) 
doch nur (i^ und v* vorkommen. Es möge daher ft = i; — (m— w') 
gesetzt werden. 

Es bezeichne m" eine ganze positive Zahl , welche kleiner als 
|m ist, nicht ausgeschlossen, so kann man m' =■ 2m" +1 setzen, 
also II = V'-m + 2m"+l. 

Nun ergeben sich, wenn 

« = iC-AH-fi-v + l), ß = ^(-A-|[t-v+l), y = 1-A, k = m, 
also 

a = — (fw-m"-l), ß = — (m" + v), y = — (w— 1) 

gesetzt wird, folgende linear unabhängigen Integrale der Differential- 
gleichung der hypergeometrischen Reihe 

[1.] F{a, ß, y, x) = F[--{m^l~m"), -m"-i/, -(m-1), x], 

[3.] x"^'F(a-y+l,ß'^y+h2-y,.r) = x''F(m"+i, m-m"-r, 1+m, x). 

Von diesen beiden Integralen stellt dan erste eine ganze Function 
der Ghrösse x vom Grade m — m"—! dar, und auch das zweite besitzt 
in der Umgebung des Werthes x = den Charakter einer ganzen 
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Function. Daher ist der Werth a: = für die DiflFerentialgleichung 
der hypergeometrischen Reihe sowohl, als auch für die Differentialglei- 
chung W{SjX) = F{x) ein ausserwesentlich singulärer; folg- 
lich ist (i — v + {m—m') ein Factor von 2*2). 

Ebenso müssen auch alle anderen in der Form f*±i/±(m— w') 
enthaltenen Ausdrücke Factoren von 2*" 2) sein. Hieraus ergibt sich 

2-1) = n[(i±v±{fn-m')]. 

Es sind demnach mit der Bedingung des Verschwindens eines 
der 2m Linearfactoren alle möglichen Fälle erschöpft, in denen der 
Werth a: = ein ausserwesentlich singulärer Punkt der Differential- 
gleichung ist. 

Um daher zu untersuchen , ob der Punkt a; = flir die Diffe- 
rentialgleichung (A.) ein wesentlich oder ausserwesentlich singulärer 
Punkt ist, bilde man die Grössen X = l — y, fi =^ cc — ßj v = y — a — ß 
und bezeichne die absoluten Beträge von X, /[t + v, (i — v mit |A!, 
||[t4*v|, Ifi— v|; dann ist nothwendig und hinreichend, damit x = 
ein ausserwesentlich singulärer Punkt ist, dass 

1. X eine von verschiedene ganze Zahl sei, und dass 

2. eine der beiden Differenzen |A| — Ifi + v' und |A|— Ifi — 1/| eine 
ganze positive ungrade Zahl sei. 

Es entsteht nun die Frage : Wenn x = ein ausserwesentlich 
singulärer Punkt der Differentialgleichung ist , wie fortan vorausge- 
setzt werden soll , welche Bedingung muss hinzutreten , damit das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung eine algebraische Func- 
tion von X sei ? 

Wenn die Zahl v nicht eine ganze Zahl bezeichnet , so sind die 
beiden Integrale F{a^ ß^y.x) und 

[7.] {l-xr-'-^F{Y-a, y-ß, y-a-ß + 1, 1-x) 

von" einander linear unabhängig; das letztere Integral ist gleich 

(l-a;)*F(-m", ^m + m"+l + v, 1 + v, 1-a:); 

(lin liior auftretende hypergeometrische Reihe F stellt eine ganze 
Function von l — x vom Grade m" dar, und es besitzt daher die 
hidonmtialgleichung (A.) zwei particuläre Integrale, deren logarith- 
iiiiMitiMi Ableitungen rationale Functionen von x sind; — der Fall, 
In wc^tnlioni v einer negativen ganzen Zahl gleich ist, muss jedoch 
liiiM nUf^unnrliloHHon werden. 
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Da im Vorhergelieiidei) die Vertauschnng von v mit — » gestat- 
tet wnrde , so ist überhaupt dei* Fall , in welchem v einer ganzen 
Zahl gleich ist, besonders zu behandeln. 

Wenn v eine rationale (nicht ganze) Zahl bedeutet, so ist dem- 
nacli ausser dem Integrale F(ec, ß, y, x) noch ein zweites particulä- 
res Integral [7.], welches von dem ersten linear unabhängig ist, eine 
algebraische Function der Grösse x, vorausgesetzt, dass der Punkt 
a; = ein aueserwesentlicb singulärer ist. 

Ea möge nun hier eine, zwei specielle Fälle betreffende Bemer- 
kung Platz finden , bei denen die durch die Function ä vermittelte 
conforme Abbildung einiges Interesse darbietet. 

Bezeichnet v eine positive Zahl , welche kleiner als 1 ist , und 
wird A 1= m =s 2, (1 = 1 — v, a = 0, ^ = v — l, y = —1 gesetzt, 
so ergibt sich s = (l — vx)(l—x)~\ Diese Function vermittelt die 
conforme Abbildung der auf der positiven Seite der Axe des Reellen 
liegenden Halbebene (x) auf ein Gebiet, dessen Begrenzung von zwei 
G-eraden gebildet wird. (Siehe Fig. 17.) 





Durch Abbildung mittelst reciproker Kadien bann dieses Gebiet 
auf das Innere eines Kreises zurückgeführt werden, wobei die Fläche 
dieses Kreises längs eines Kreisbogens, der mit der Peripherie den 
Winkel vx bildet, bis zu einem inneren Punkte der Kreisfläche auf- 
geschnitten erscheint. (Siehe Fig. 18.) 

Der zweite Fall wird aus dem vorigen erhalten, wenn v mit — v 
vertauscht wird. (Siehe die Figuren 19 und 20 auf S. 258.) 

Es bleibt jetzt noch der Fall zu untersuchen, in welchem ausser 
SehwRTi, Owt inBitltt Ahli»BJIiiiig*ii. II. 17 
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i awolt I- fictr zsz.z~z ZaLl z:*iixftM-a^ -wiri, »o dum nach dem 
VovWrjS'teiid'?c ^"c ^ -iir-^T zari^^ Zül gläji i=t. Damit bei 
«Uosor V.vraui-wtxTiri las ^Ij^s-ri^'^ IrteÄral -ifir £>ifeteiitül^eichimg 
doi' liv(H'rjPiv:v.^':ri-.lr- ri-eü-^ ^ii;-? ilz*triiä.:i» FiUKftion -ma x sei. 
iit (u>tUwvBiÜ£. "..lii -^' ?zi^. * = 1 fi: •iisä«!!:'» ktin Verxwei- 
BHHjPl'""^' '^- ^-^^^ -■=^ Beüij^nj trfüh ift . so ist aoii der 
\\\\\Vx .!■ = ar :^ ii- iIl^^=i-*ir-= ttegr»! iein V<rzwetgangsponkt. 
Ks ^'uüiTt. vrr-.'~'"~~~ iösä di-f j^^ zULtai. Zahlet Ä. ■. v po- 
j((i\ i»!«»!'" '1-^ — -^ 't;-;v.*,i:^ y • r ^ F I nm die Quadrate 

.\1> Binlingnug iirti iäji ie? Psrir ; := *} ein »a*serwe3eBt- 

Kl «>«•»* «^Ktwieder 

i — • — * >i-?~ *— ■ — f - 
Hl' »t '■ »'''" at'j'^'iate- Betrsz v:- «— r wz« iJa-et . dne positive 
inmutU' 'U\\\ ».'ii'- Hi^rä::5 ::":r:. Us^ T=i:t^. rar i**i FiUe zu- 
l«-.-l»l .m-l K»t\vo.U'r i?i v,-r. c.^- iz^i jsrx?- Zalil« i, •. r eine 
w^^\•^\\<.■ w(tl*i-.'(..l .li.- Wid^r ar-dv- grsif ^iri. r-d^r es sind alle 

mwUt .loc l''»'ki ■ — 1 k?L- V^rm-^rzriir^pasin ««. ist noth- 

,. ,,-.* ,S1,T .- i-« 

^Vivw Wl\l»'*> l''.>v-l,>v»»«,'« sird v.v.r ,-Arr. =iT einander v^rembar. 
^.vWk^lWvWlM* ^ '• •• «'-I-*- i>-riv.ird. Hieran, folgt 

K \ V ,, , ; • j. - » . * - 1 -■ i 
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Es müssen also die drei Grössen A, ^, v dieselbe Eigenschaft 
haben f wie die Masszahlen der Längen der di^ei Seiten eines gerad- 
linigen Dreiecks : die Summe je zweier muss grösser sein als die dritte. 

Daher sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass das Integral der Differentialgleichung 

^K^^^) 2x* ^2(l-j?)* 2x{l^x) 

eine rationale Function von x sei , die folgenden : 

1. Die drei Zahlen A, ^, v müssen von verschiedene reelle 
ganze Zahlen sein. 

2. Die Summe derselben muss eine ungrade Zahl sein. 

3. Die Summe der absoluten Beträge je zweier der drei Zahlen 
muss grösser sein als der absolute Betrag der jedesmaligen 
dritten. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist auch das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung (A.) eine rationale Function der Grösse 
rr, und zwar stimmen die hier sich ergebenden Fälle vollkommen mit 
denjenigen überein , welche in Art. I unter l*' und 3S sowie unter 2*^ 
und 4^ betrachtet sind. 

Zürich, 1872. 
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Die nachfolgende Untersuchung beschäftigt sich mit der Lösung 
der Aufgabe : Alle ebenen isothermischen Curvenschaaren zn 
bestimmen, welche von algebraischen Curven gebildet werden. 

Eine einfach unendliche Schaar von ebenen Curven wird nach 
Lame isothermisch genannt , wenn die auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem bezogene Grleichung derselben in die Form 

w = c 

gesetzt werden kann^ wo c einen variablen Parameter und u eine der 
partiellen Differentialgleichung 






r^+^ = 



genügende reelle Function der Coordinaten Xj y bezeichnet. 

Da es im vorliegenden Falle stets möglich ist, die Function u 
der beiden reellen Variablen x und y durch Hinzufiigung einer rein 
imaginären Function vi derselben Variablen in eine analytische Func- 
tion ti + vi = IV des complexen Argumentes x+yi = r 

w = u+vi = f(x+yi) = f(£) 

tiberzuführen, so entspricht jeder isothermischen Curvenschaar in der 
Ebene der complexen G-rösse ^ eine analytische Function to = f{is), 
welche die conforme Abbildung dieser Curvenschaar auf eine Schaar 
von parallelen Geraden u = c in der Ebene der complexen Grösse 
tu vermittelt. 

Bezeichnet q)(w) = ^ die aus der Umkehning der Function 
w = f{e) hervorgehende analytische Function , so ergibt sich die 
Ueber ein Stimmung der oben gestellten Aufgabe mit der folgenden: 
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Alle analytischen Functionen :s = x+yi = q){u + vi) = (p{w) des 
complexen Argumentes w = u+vi zu bestimmen, welche die Eigen- 
schaffc haben, dass bei der durcli dieselben vermittelten conformen 
Abbildung von Theilen der Ebene (iv) auf Tbeile der Ebene (js) der 
Schaar paralleler Geraden u = c eine Scliaar von algebraischen 
Curven entspricht. 
Es sei 

(p{u + üi) = g), (^^t')-f 9)^(m, v) i = x+yi = ^, 

wo (pi und g), reelle Functionen der beiden reellen Variablen u und 
V bezeichnen. Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Ab- 
bruch gescliieht, kann vorausgesetzt werden, dass diese Functionen 
durch Reihen erklärt sind, welche nach Potenzen von n—u^ und <^— 1;„ 
mit ganzen positiven Exponenten fortschreiten und liir alle Werthe 
dieser Grössen, deren absolute Beträge gewisse Grenzen nicht über- 
schreiten, convergiren. Dui*ch eine Verlegung des Nullpunktes in 
der Ebene («?) möge bewirkt werden, dass «^, = r^ = gesetzt wer- 
den kann. 

Es wird nun vorausgesetzt, dass innerhalb des Convergenzgebie- 
tes dieser Potenzreilien und derjenigen Erweiterung desselben, welche 
durch analytische Fortsetzung erhalten werden kann, der Schaar pa- 
ralleler Geraden u = c in der Ebene {w) eine Schaar von Bogen al- 
gebraischer Curven in der Kbenc^ (z) entspricht. In Folge dieser Vor- 
aussetzung besteht tür jeden reellen Werth von « , dessen absoluter 
Betrag eine gewisse Grenze nicht iibers<!lireitet, zwisehen den Grössen 
X = (pi{UyV) und y = (Pi{u,v) eine algebraische Gleichung 

F{x,y]u) = 0, 

in welcher die Function F eine ganze Function von ./: und y bezeich- 
net, deren Coefficienten reell sind und nur von dem Parameter tt ab- 
hängen. 

Denkt man sieh in dieser Gleichung lur ./• und // die vorhin er- 
wähnten Reihenentwickelungen (p^[u,v) und (p.Ju.r) gesetzt, so er- 
gibt sich aus der J^erUcksichtigung des Umstandes . dass in der ent- 
stehenden Keihenentwi(ikeluug die C/oefficienten aller Potenzen von /' 
einzeln gleich sein müssen, eine hinreiehende Anzahl von Gleiclmn- 
gen, aus welchen die Verhfiltnisse der in der Function F vorkom- 
menden Coefficienten als Functionen von u und zwar in der Form 
convergenter Potenzreihen bestimmt werden können. 
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Dem Wertlie m = entspreche die Curve F(a:,y) = 0. 

[st diese Ciirve eine Gerade, so mache man dieselbe mittelst 
einer geeigneten Coordinatentransformation . bei welcher S und rj die 
neuen Coordinaten sind, zur |-Axe. Ist hingegen diese Cur\'e nicht 
eine Gerade, .so kann durch eine vorhergehende conforme Abbildung 
der Ebene {^) vermittelst einer algebraischen Function ^ bewirkt 
werden, dass die Curve F(:f,yj = in der Ebene (s) und die Gerade 
)^ = in der Ebene der complexen Grösse S = S + ^* einander ent- 
sprechen. Zu diesem Zwecke denke man sich die Ebene (f) etwa 
durch diejenige algebraische Function J des complexen Argumentes z 
conform abgebildet, welche bestimmt ist durch die Gleichung 

'-' ' - 1). 
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und von welcher ein Zweig die Bedingung erfüllt, dass den Punkten 
des zu betrachtenden Stückes der Curve F(x,y) = reelle Werthe 
von 5 entsprechen. 

Allen algel)raischen ( 'urven in der Ebene {z) entsprechen l3ei die- 
ser conformen Abbildung algebraisclie Curven in der Ebene (g). Eben- 
falls entspricht 'der der Betrachtung zu Grunde gelegten isothermi- 
schen Curvenschaar in der Ebene {z) eine isothermische Curvenschaar 
in der Ebene (J). 

Da die durch die (-rleichungeu 7*'( £., " ; j = U. ^ = tp\^w) er- 
klärte Function d^^s romph^xen Argumentes w = u + vi 

die Eigenschat't l>esitz1 . dass tür aUc vAw imaginären Werthe des 
Argumentes, derni absoluter Betrag eiiir gewisse Grösse nicht über- 
schreitet . (ler AVertli der Function rei'll ist . so entspricht bei der 
durch diese Function vermittelten contormen Abbildung einem Stücke 
der Geraden n = ^) m der Ebene [^iv) ein Stück der Geraden 1^ = 
in der Ebene (g). und je zwei Punkten n-\-vi und — M + ri der Ebene 
(?t), welche in Bczielmng auf die Gerade n = symmetrische Lage 
haben, entsprechen in der Ebene il^ zwei in Beziehung auf die Gerade 
^ = symmetrisch lieg<mde Punkte S + >i'* ^i"d §— -i?«. Es bestehen 
also neben einander die Gleichungen 

(f.(f/4-/-/) = 5-f^/'- 
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Weil nun in Folge der Voraussetzung die der Scbaar paralleler 
Geraden u = c entsprechende Curvensehaar in der Ebene (g) eine 
Sehaar algebraischer Cui'ven ist, so besteht für jeden Werth von u 
zwischen g und 1/ eine algebfaische Gleichung, deren Coefiicienten 
nur von u abhängen. Also besteht auch zwischen ip{u + vi) und 
if{—u + vi) eine algebraische trleiehung. deren Coefficicnten ebenfalls 
nur von der Grösse u abhängen. 

Ohne dass der Allgemeinheit der Untersuchung Eintrag geschieht, 
kann die Function ^(M + ti; als eine Reihe angenommen werden, 
-welche nach Potenzen von n-^vi mit ganzen positiven Exponenten 
fortschreitet. Hieraus folgt, dass die algebraische Gleichung zwischen 
tl?(u + vi) und tl^{—u + vi), bei deren Herleitung vorausgesetzt wurde, 
dass der Variablen v reelle Werthe beigelegt werden, identisch lur 
alle Werthe von v erfüllt ist, iür welche die in Betracht kommenden 
Reihen convergiren. 

Setzt man nun —n + vi = 7i\ so ist u + ci = w + ^u, und man 
gelangt, wenn man die Grössen 0: und 2ti wieder mit w und m be- 
zeichnet, zu dem Satze, dass innerhall) der durch die Convergcnz der 
in Betracht kommenden Reihen bedingten Grenzen zwischen 

tl'(w) und tl-^itc + n) 

eine algebraische Gleichung besteht , in welcher die allein von der 
Grösse u abhängenden Coefiicienten als Reihen angenonnnen werden 
können, welche nach Poteiften von u mit ganzen positiven Exponen- 
ten fortschreiten. 

Für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen AVerthe 
von w und n ist nun die Function tl^iu-i-H) in eine nach Potenzen 
der Grösse u fortschreitende (»onvergente Reihe 

cntwickelbar. Diese Entwickelung denke man sich in der zwischen 
if{w) und 4;[tv + ii) bestehenden (Trleiohung für itf{ir + u) gesetzt und 
die entstehende Gleichung nach Potenzen von u geordnet. Dann er- 
gibt sich, da diese Gleichung für alle innerhalb des Convergenzbe- 
reiches liegenden "W^Tthe vtni v eifullt sein muss, dass die Coefficicn- 
ten der verschiedenen Potenzen von u einzeln gleich sein müssen. 

Hieraus folgt zunächst. da?5s zwischen 4'{w) und 'ü-'\ic ) eine al- 
gebraische Gleichung mit constjinlen Coefticienten bestehen muss.^ 

Die angestellte Untersuchung hat somit (»i-geben. dass unter den 
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angegebenen Voraussetzungen , . . = -zr- eine algebraische 

Function von tp{tv) = g, mithin w = u + 'vi das Integral einer al- 
gebraischen Function von z = x + yi sein muss. Diese Be- 
stimmung der Function w = /*(^) ist aber, wie man sieh leicht über- 
zeugen kann, noch zu weit. 

Die zwischen if{w) und tp(w + u) bestehende algebraische Glei- 
chung, deren Coefficienten von ti abhängen, denke man sich nun in 
Beziehung auf w differentiirt*) und diese üiiferentiation so oft wie- 
derholt, bis man eine hinreichende Anzahl von Gleichungen zur Be- 
stimmung der Verhältnisse der allein von der Grösse u abhängenden 
Coefficienten erhalten hat. Denkt man sich hierauf in dem Resultate, 
welches den gemachten Voraussetzungen zufolge von dem speciellen 
Wei'the der Variablen tv unabhängig sein muss, dieser Variablen den 
Werth beigelegt, so gelangt man zu dem Schlüsse, dass jene Ver- 
hältnisse durch die Function i*{u) und eine endliche Anzahl von Ab- 
leitungen dieser Function rational ausdrückbar sind. Da nun die 
Ableitungen von 4*{u) mittelst der zwischen tl;{u) und ^'(*0 beste- 
henden algebraischen Gleichung elimbiirt werden können , so ergibt 
sich aus der zwischen ^{iv) und i;(w-^u) bestehenden algebraischen 
Gleichung, deren Coefficienten noch von der Grösse m abhängen, eine 
algebraische Gleichung zwischen den drei Grössen V'(tt), ^'(w?) und 
il^{u + iü) mit con stauten Coefficienten. Jlit anderen Worten: Die 
Function ^(r') besitzt ein algebraisches Additionstheoreni. 

Da nun die Function q>(tv) mit der Function ip{w) durch eine 
algebraische Gleichung verbunden ist, so besitzt auch die Function 
q>{w) ein algebraisches Additionstheoreni. 

Es ist also durch die vorhergehende Untersuchung der Satz be- 
wiesen : Wenn eine Function 9 ( w ) des complexen Argumentes 
tv = n-j-vi die Eigenschaft hat, dass, während u und v zwei reelle 
Veränderliche bezeichnen, für jeden coiistanten AVerth der Grösse u 
zwischen dem reellen und dem imaginären Bestandtheile der Function 
(piu-\-vi) eine algebraische Gleichung besteht, so besitzt diese Func- 
tion ein algebraisches Additionstheorem. 

Nun ist eine analytische Function eines Argumentes w, welche 

^') Vcrgl. die Al)handlung AbeTs : Methode gcuerale de trouver des fonctions d'une 
sculc quantitd variable lorsqu'iine proprietd de ccs fonctions est exprimde par une 
dquation cntre dcux variables ind^pendantes, Oeuvres T. IT. p. 2 LS— 221. Noiivelle 
Edition T. I. p. 1. 
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ein algebraisches Additionstheorem besitzt, nach einem fundamentalen 
Lehrsätze, welchen Herr Weierstrass aufgestellt und bewiesen 
hat, und dessen Kenntniss ich den Vorlesungen desselben verdanke, 
entweder 

I. eine algebraische Function von w, 

oder, wenn ^ eine passend gewählte Constante bezeichnet, 

II. eine algebraische Function der Exponentialfunction e"*", 
oder 

in. eine algebraische Function einer elliptischen Function 
im engeren Sinne, z. ß. von sin am (^?f :Ä). 

Dieser Satz, welcher die analytische Natur der elliptisclien Func- 
tionen noch charakteristischer ausspricht, als deren doppelte Periodi- 
cität dies zu thun geeignet ist, führt auch zu den Fundamental- 
systemen der isothermischen algebraischen Curvenschaareu , d. h. 
solchen Schaaren isothermischer algebraischer Curven, aus denen alle 
übrigen durch conforme Abbildung mittelst algebraischer Func- 
tionen hergeleitet werden können. 

Wird tv = u + vi gesetzt, so ist im ersten Falle die Schaar der 
parallelen Geraden w = c selbst das Fundamentalsystem. 

Damit im zweiten Falle der Schaar paralleler Geraden u = c 
eine Schaar algebraischer Curven entspreche, ist erforderlich, 
dass der Multiplicator n entwed(?r einen rein imaginären, oder einen 
reellen Werth habe. Die beiden Fundamentalsysteme dieses Falles 
sind: Die Schaar aller durch einen Punkt gehenden Geraden und die 
zu dieser Schaar gehörende orthogonale Schaar concentrischer Kreise. 

Im dritten Falle kann der Schaar n = c nur dann eine Schaar 
algebraischer Curven entsprechen , wenn der Modul k der in Betracht 
kommenden elliptischen Function entweder reell ist, oder ein zu K- 
nem reellen Modul gehörender transformirter Modul ist. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu beweisen, werde an- 
genommen, es sei k nicht reell, und es seien k^ und ^, die zu den 
Grössen k und ^ gehörenden conjugirten complexen Grössen. Damit 
nun der Geraden f« = in der Ebene (w) bei der Abbildung durch 
die Function 

s = sin am {^w',k) 

eine algebraische Curve entspreche, ist es nothwendig, dass, wenn 
io = vi gesetzt und die Veränderlichkeit der Grösse r zunächst auf 
reelle Werthe beschränkt wird, zwischen dem reellen und dem imagi- 
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80 erhält die Schaar der Parallelen t« = c gleiche Richtung mit ei- 
ner der beiden Fundamentalperioden von v. Ohne dass der Allge- 
meinheit der Untersuchung Ahbrucli geschieht, kann demnach von 
vornherein angenommen werden , dass sowohl der Modul ä*, als auch 
der Multiplicator ^ je» einen reellen Werth habe. 

Aus dieser Untersuchung ergibt sich das Resultat, dass als Fun- 
damentalsysteme des Falles III. die Schaaren der Sieb eck sehen 
Curven vierten (irades * ) anzusehen sind , welche bei der conformen 
Abbildung mittelst der Function 

^ = sin am (?( + <'/) 

— reelle Werthe des Moduls vorausgesetzt — für constante Werthe 
von «, beziehungsweise von r, sich ergeben, welche Curvenschaaren 
auch als stereographische Projectionen von Schaaren confoealer 
sphärischer Kegelsclinitte erklärt werden können. 

In allen drei Fällen i.^^t die Schaar derjenigen Curven, welche 
die Curven des isothermischen Fuudamentalsystems orthogonal schnei- 
den, nicht bloss wieder isotherm, — - wie dies aus der Betrachtung der 
conformen Abbildung unmittelbar sicli ergibt, übereinstimmend mit 
einem von Lamc^ ausgesprocbenen Lehrsätze, — sondern wird auch 
wieder von algebraischen Curven gebildet. 

Dieser Satz lässt sich nach dem Vorhergehenden folgendermassen 
verallgemeinern: Die orthogonale Curvenschaar einer Schaar ebener 
algebraischer Isothermen ist stets wieder eine Schaar algebrai- 
scher Isothermen. 

Bei der Umkehruug des Abhängigkeitsverhältnisses, welches zwi- 
schen den beiden, wie die Untersuchung gezeigt hat, unbeschränkt 
veränderlichen Grössen z = x-\-yi und w = H + vi besteht, ergibt 
sich also schliesslich l'ol'i^eiides Resultat : 

Die complexe trrösse w = f\z) ^ deren reeller Theil m längs je- 
der einzelnen Curve einer von algebraischen Curven gebildeten , in 
der Ebene der complexen Grösse z liegenden isothermischen Curven- 
schaar einen constanten Werth hat, ist 

entweder 

I. eine algebraische Function von z, 

oder es ist, wenn ^a eine passend gewählte reelle Zahlengrösse be- 

♦) Siebeck: Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, welche mit den 
elliptischen Functionen zusammenhangen, Journal für roinc und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 57, S.350-:;7O und Bd.50, 8.173—184. 
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zeichnet, 

II. die Grösse ^Wj beziehungsweise ^wi, der Logarith- 
mus einer algebraischen Function von ^, 

oder es ist 

m. die Grösse nw ein elliptisches Integral erster 
Art, in der Ja c ob i sehen Xormalform , mit reellem 
Modul , dessen obere Grenze eine algebraische 
Function von z ist. 

Hiermit ist die am Anlange dieses Aufsatzes gestellte Aufgabe 
gelöst. 

Zürich, im Februar 1873. 



Beispiel einer stetigen nicht differentiirbaren 

Function. 



Eine am lOten Aagiurt 1873 der mathematischen Section der Schweiierischen Natnrfor- 
sehenden Oeiellschaft gemachte Mittheilnng. — ArchiTes dei Sciences pbysiqaee et natorelles, 
Oen^Te, Septembre 1878, p.S3— 88. — Yerbandlongen der Schweizerischen Katnrforschenden Ge- 
sellschaft, Jahrgang 1873, Seite 252-25S. 

Die Frage, ob die Existenz einer Ableitung einer eindeutigen 
und stetigen Function reellen Argumentes bereits eine notbwendige 
Folge der vorausgesetzten Stetigkeit sei, oder ob nicht vielmehr die 
Forderung des Vorhandenseins einer Ableitung eine neue der Func- 
tion auferlegte beschränkende Bedingung enthalte, hat in Kreisen 
deutscher Mathematiker schon vor mehr als zehn Jahren aufgehört, 
Gegenstand einer Discussion zu sein. 

In seiner im Jahre 1854 der Göttinger philosophischen Facultät 
vorgelegten Habilitationsschrift hat Riemann ein Beispiel einer 
Function mitgetheilt, welche für jeden rationalen Werth des Argu- 
mentes unstetig ist und dennoch durchgehends eine Integration ge- 
stattet. Von der zu dieser Function gehörenden Integralfunction 
kann man daher aussagen, dass dieselbe für keinen rationalen Werth 
des Argumentes einen bestimmten Differentialcoefficienten besitzt. 

Ebenso hat Herr Weierstrass im Jahre 1861 in den Vorle- 
sungen, welche derselbe in dem Gewerbeinstitute in Berlin über Dif- 
ferential- und Integralrechnung hielt, die richtige Darlegung des 
wahren Sachverhalts gegeben , gemäss dem alle Versuche, die 
Existenz einer Ableitung für stetige Functionen eines 
reellen Argumentes allgemein zu beweisen, ohne Aus- 
nahme als verfehlt betrachtet werden müssen. 

Da es nämlich unendlich viele eindeutige und stetige Functionen 
gibt, bei denen die Annahme der Existenz einer Ableitung schlech- 
terdings unzulässig ist, so muss jede Argumentation, welche allein 
aus der Stetigkeit einer Function die Existenz einer Ableitung dersel- 
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ben zu folgern sucht,*) an einem principiellen Fehler leiden, so dass 
es hinreicht, ein einziges Beispiel einer eindeutig definirten und ste- 
tigen Function, welche nicht differentiirbar ist, beizubringen, um 
die mangelnde Folgerichtigkeit einer derartigen Schlussweise aufzu- 
decken. **) 

Ausser dem bereits erwähnten, von Riemann herrührenden Bei- 
spiele, nach dessen Muster beliebig viele andere gebildet werden 
können,***) sind den Mathematikern, welche das Glück gehabt haben, 
ihre Studien unter Leitung der jetzt an der Berliner Universität 
wirkenden Männer zu machen, noch einige andere charakteristische 
Beispiele bekannt, welche über verschiedene Möglichkeiten, die hier 
eintreten können, helles Licht verbreiten. Das Beispiel, welches im 
Nachfolgenden mitgetheilt wird, und welches seiner Einfachheit wegen 
vielleicht nicht ohne Interesse ist, beansprucht keinen sachlichen 
Vorzug vor anderen Beispielen dieser Art. 

Wenn mit x eine veränderliche Grösse, welche nur positive Werthe 
annehmen soll, und mit JE(x) jedesmal die grösste in x enthaltene 
ganze Zahl bezeichnet wird, so stellt der Ausdruck 

(p{x) = E{x) + \lx-E{x), 

vorausgesetzt, dass der Quadratwurzel stets ihr positiver Werth 
beigelegt wird, eine für alle Werthe der Variablen x eindeutig er- 
klärte und continuirliche Function derselben dar, welche die Eigen- 
schaft hat, dass zu grösseren Werthen des Argumentes stets grössere 
Werthe der Function gehören. Die Cun-e , welche in Bezug auf ein 



*) Lamarle, £tude approfondie sur les deux ^quations fondamentales 
Lim /^(^+^)-/'( ^ _ /.'(.^) et dy = r{x)Jx, 

pr^sent^e ä la sdance du 1er juillet 1854. Mämoires de rAcaddmie Royale de Bei- 
gique, in 4^ Tome XXIX. — Duhamel, £ldments de calcul infinitesimal, Paris 
1856, Tome I, p. 94— 97. — Bertrand, Trait^ de calcul diff^rentiel et de calcul 
integral, Paris 1864, Tome I, p. 2-4. — Ph. Gilbert, Memoire sur Texistence de 
la ddriv^e dans les fonctions continues (4 mai 1872). M^moires couronn^s et autres 
M^moires publi^s par TAcad^mie Royale de Belgique, in 8^ Tome XXm, 1878. 

**) Ph. Gilbert, Rectification au sujet d'un memoire pr^cedent, Bulletins de 
TAcad^mie Royale de Belgique, 2me S^rie, Tome XXXV, Juin 1873. 

***) Auch die Programmabhandlnng von Hermann Hankel: üeber die unend- 
lich oft oscillirenden und unstetigen Functionen, Tübingen 1870, knüpft an das Bei- 
spiel Riemanu's au. 
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Fi*f. 21. 
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rechtwinkliges Coordinatensystem die Gleichung y = ^(a:) hat, be- 
steht aus unendlich vielen congruenten Parabelstücken und besitzt 
in jedem Punkte , in welchem zwei dieser Parabelstücke zusammen- 
tivffen, also für alle ganzzahligcn Werthe von x und y, eine Ecke. 
[Es kann beiläufig bemerkt werden , dass die zwischen den bei- 
den Variablen x und y bestehende Abhängigkeit auch ohne Wurzel- 
zeichen und ohne Zuhülfenahme einer zahlentheoretischen Function, 
wie der Function E{x) , in der Weise durch eine Gleichung darge- 
stellt werden kann , dass sich die Geltung derselben gleichzeitig auf 
alle Paare zusammengehörender Werthe von x und y, und, wenn die 
Variable x auf positive Werthe beschränkt bleibt, auch nur auf diese 
erstreckt. Den angegebenen Bedingungen genügt z. B. die Gleichung 

X — y — g--h— i-(cos2yÄ + z>i cos4yÄ+ gjC0s6yjr-| ).] 

Die Function ^(x) hat, wie sich leicht nachweisen lässt, folgende 
Eigenschaften 

q>{x)^x + \] 0<Ä^1, tp{x + h)'-'ip{x)^^h] 
Ä>1, tp{x + h)''q>{x)<:2h. 



Setzt man nun 



n^) = ^n 



_ ^ (p{2- x) 
2*. 2" 



(n = 0,1,2,... od) 



so wird behauptet: 

a. Die Function f{x) ist eine für alle Werthe des Argumentes x 
eindeutig erklärte stetige Function dieser Variablen, welche die Ei- 
genschaft hat , * dass zu grösseren Werthen des Argumentes stets 
grössere Werthe der Function gehören. 

b. Ein wie kleines Intervall x^ • • • X man aber auch abgrenzen 



272 Beispiel einer stetigen nicht differentiirbaren Fnnction. 

möge, stets lassen sich unendlich viele, diesem Intervalle angehörende 

f(x'+h)''fTx') 
Werthe x' angeben, für welche der Quotient — ^ — — — — jede 

vorgeschriebene, beliebig gross angenommene Zahl g überschreitet, 
wenn die Grösse h von der positiven Seite her abnehmend dem 
Werthe sich nähert. 

Beweis, a. Die Reihe 

" 2». 2* ^ = 0, 1, 2, ... 00) 

convergirt für alle in Betracht kommenden Werthe von x in glei- 
chem Grade. Aus diesem Grunde überträgt sich die Eigenschaft 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit, welche die einzelnen Glieder der 
Reihe als Functionen von x besitzen, auch auf die Summe derselb^. 
Wenn man von dem Begriffe einer für alle in Betracht kom- 
menden Werthe der Variablen in gleichem Grade convergiren- 
den Reihe nicht Gebrauch machen will, so kann man die Stetigkeit 
der Function f{x) auch wie folgt beweisen. Es ist 

f{x+h)-f{x) = Z^^-^ 2-.r ' (w = 0,1, 2,. ..od). 

Der Grösse h möge ein positiver Werth beigelegt werden, welcher 
kleiner als 1 ist. Es sei r eine ganze Zahl (einschliesslich der 0), 
welche so bestimmt ist, dass 



1=7 1 



Dann ergibt sich 



: <Pirx + 2'h)-,p(2'_xi ^Jrh ^^ ^ 0,1.2.. ..r) 



V 

- 2». 2* "^ "* 2"- 2" 



^ 2V2-(2V/2y 



2V/2~1 

Andererseits ist für n = r + l, r-f-2, ...oo 



\Jh. 



y( 2"a;H-2V0~y(2-A ) ^ ^ _^ 
2*. 2" " 2"- 2* 



\jh\Jh 2\Jh 



►r-l 



(2 v/2)'' 



Hieraus folgt 
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ax+h)-a.) < ji^^izi^Vp:: + 2(2s/2r| v/,. 

Der Coeffleient von V^'' erlangt seinen gröbsten Werth , nämlich den 
Werth 3, wenn r = gesetzt wird. Es ist also, wenn A der Bedin- 
gung < Ä < 1 genügt. 

und. wenn x durch j: — // ersetzt wird. 

• 

Die Function f{jc) ist denmaHi. wie h(»hauptet wnirde . oino stetige 

Function ihres Argumentes. 

b. Wie klein auch ein gegebenes Intervall .r„--X sein möge, 

1 
man kann stets eine ganze Zahl m so gross wählen, dass -— kleiner 

als X — a;„ ist, und dann eine ganze ungrade Zahl m' so bestimmen, dass 

m' .. 

ist. Man setze nun -— = x' und berechne für positive, von verschie- 
dene Werthe von h den Quotienten 

^^ - - A ^ir^^ , 0^-0, 1,2,. ..00). 

Da sämmtliche Glieder der unendlichen Reihe auf der rechten Seite 
der vorstehenden Gleichung positiv sind, so erhält man, wenn man 
von diesen Gliedern nur dasjenige beibehält, fiir welches w = w ist, 

[{x' + h^j-fix') ^ 9(2'".r'-f2;rÄj--(2-.r') 
h ^ 2"*.2'"A ' 

Beschränkt man nun , was gestattet ist , die Veränderlichkeit der 
Grösse h auf solche Werthe, welche kleiner als - sind, so ist in 
Folge der Erkläning der Function (p(x) 

9(2*.r'+2'"A)-g?(2'"^') = V^"*. 
Unter den angegebenen Voraussetzungen ergibt sich also 

f{x' + h)^f\x') _ l 



Ä (; 2 ^2 )* \ih ' 

SekwftTt, Oefaminalte Abhandlvngen. H. 18 
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Für hinreichend kleine positive Wertho von h überschreitet daher 

fix' + h^ — fix') 
der Differenzenquotient — - — -^- - - jede vorgeschriebene, beliebig 

gross angenommene Zahl g. 

Andererseits ergibt sich . dass iiir denselben Werth von .'' und 
fiir positive abnehmende Werthe von h die Beziehung 

lim /V^'-*)-A^';^ = • + V J_ , _L 

(n - 0, 1,2, ...wj — 1) 

stattlindet. 

Aus dem Vorstehenden folgt, dass die Annahme der Existenz 
einer Ableitung der Function f{x)j welche für jeden Werth des Ar- 
gumentes X, auch nur innerhalb irgend eines beliebig kleinen Inter- 
valles, einen bestimmten endlichen Werth hätte, unstatthaft ist. 



lieber ein vollständiges System von einander 
unabhängiger Voraussetzungen zum Beweise 

des Satzes 

^ (df{x,ij)\ _ d ( dfi.t,y )\ 
dp \ dx ) dx \ dy /' 



Eine der tDAthematiMhen Bection der Schweizerischen Natorforschenden OeselUchaft am 
19t«B August 1873 gemachte Uittheilong. — ArchiTes des Sciences physiqaes et natarelles, Oen^Te, 
Septemb^ 1878, p. 88-44, NoTembre 1878, p. 242. — Verhandlnngen der Schweizerischen Natnr- 
forschenden GeMtlschaft, Jahrgang 1878, Seite 259—270. 

Für den, die Umkehrbarkeit der DiÜFerentiatioiisordnung betreffen- 
den, in der Ueberschrift angeführten FjLindamentalsatz der Differential- 
rechnung ist seit der Entdeckung desselben eine nicht unbeträchtliche 
Anzahl von wirklichen und vermeintlichen Beweisen veröffentlicht 
worden, ohne dass jedoch mit Grrund behauptet werden könnte, es sei 
auch nur einer dieser Beweise gegenwärtig zu allgemeiner Anerken- 
nung gelangt.*) 

Nicht einmal über die zum Beweise dieses Satzes nothwendigen 
Voraussetzungen scheint unter den mathematischen Schriftstellern 
Uebereinstimmung zu bestehen. 

Um zunächst womöglich zu einem vollständigen Systeme von 
einander unabhängiger Bedingungen zu gelangen, deren Erfüllung für 
die Geltung des erwähnten Satzes ausreicht, werde ich in dem Fol- 



*) Man Tergleiche hierüber: 
P. H. Blanchet: Eztrait d'une Lettre adress^e ä M. Liouville. Liouville, Journal 

de math^matiques, t. VI, 1841, p. 65—68. 
L. Lindelöf: Remarques- sur les difif^rentes mani^res d'ätablir la formule 

_ ö«z_ _ a«g 

dxdy ~~ dydx' 
Acta Bocietatis Boientiarum Fennicae. T. VIII, 1867. Pars I, p. 205—213. 
A. Genocchi: Intorno ad un teorema di calcolo di£ferenzialc. Atti della Reale Ac- 
cademia delle Scienze di Torino, vol. IV, 1869, p. 827—881. 

18* 
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genden einige Beweise desselben in Beziehung auf die den letztereü 
zu Grunde liegenden Voraussetzungen untersuchen , wobei ich es jV 
doch dahingestellt sein lasse, ob nicht andere Beweise dieses Satzes 
der Anforderung an Strenge in gleichem Grade genügen und den hier 
zur Sprache kommenden vorzuziehen sind. 

Der von Lag ränge herrührende Beweis für den in der Ueber- 
Schrift erwähnten Lehrsatz ist dem Vorwurfe mangelnder Streuge, 
welcher in Bezug auf eine Anzahl angeblicher Beweise dieses Satzes 
mit Recht ausgesprochen worden ist, nicht ausgesetzt, wenn die Ent- 

Wickelung der Differenz /"(^t\, + A; ^0 + ^) ""/(«^'o) ^o) ^^^^ Potenzen von 
li luul k , auf welche dieser Beweis sich stützt , bis zu den Gliedern 
der zweiten Dimension einschliesslich fortgesetzt und die Grösse des 
nach Abzug dieser Glieder übrig bleibenden Restes mittelst eines 
bekannten, von Cauchy herrührenden Satzes geschätzt wird. 

Zu diesem Beweise ist erforderlich, ausser der Stetigkeit der Func- 
tion f\jL\!/) selbst, die Voraussetzung der Existenz und der Stetigkeit*) 
der beiden ersten und der vier zweiten partiellen Ableitungen der 
Function f{^v,i/)j welche wie folgt bezeichnet werden mögen: 

Entwickelt man unter Zugrundelegung dieser Voraussetzungen 
fix^-^-h, !/^,+ k) nach Potenzen von A und die einzelnen Glieder dieser 
Entwickelung nach Potenzen von k , so ergibt sich eine Gleichung 
von der Form 

A^'o+A»yo+*)-/l^o)yo) = A(^'o)yo)'*+/'«(^o)yo)* + 

In dieser Gleichung bezeichnen a, /J, y drei Grössen, welche dem abso- 
luten Betrage nach beziehlich nicht grösser sind als die grössten 
Werthe der drei Differenzen 

f\A^jy)''f\A^o^!/ol fiA^iy)-f:Ä^o^i/ol f^My)''fU^o^yi^^ 



*) Man vergleiche die Anmerkung auf den Seiten 220—221 des 74. Bandes des 
Journals für reine und angewandte Mathematik. (Siehe S. 177—178 dieses Bandes.) 
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vorausgesetzt; dass die Veränderlichkeit von .r auf das Intervall 
x^-" x^ + h, die Veränderlichkeit von y auf da« Intervall y., •••yn + Ä- 
beschränkt wird. 

In Folge der vorausgesetzten Stetigkeit der Functionen fj^^ix.y), 

ftA^'y^)^ ftA^^^y) ^^^^^ ^'so die Grössen cc. ß, y die Eigenschaft, un- 
endlich klein zu werden , wenn // und Ä- unendlich klein werden. 
Entwickelt man hingegen unter Zugrundelegung derselben Voraus- 
setzungen /"(^ü + Ä. y^-f A:) nach Potenzen von Ä* und die einzelnen 
Glieder dieser Entwickelung nach Potenzen von ä. .so ergibt sicli 

wo «V ß'j V analoge Bedeutung haben wie «. /j. y. 

Durch Vergleichung beider Ergebnisse erhält man . wenn man 
noch t = 7* setzt 

l/,,»(-^V.yu)-/«,A^'...//o)]Ä* = Ä'(A}^ 

wo \)i) eine Grösse bezeichnet, welche unendlich klein wird, wenn li 
unendlich klein wird. Hieraus folgt, dass die Differenz 

deren Werth von // nicht abhängt, keinen von verschiedenen Werth 
haben kann. 

Es lässt sich nicht in Abrede .-stellen, dass dieser Beweis, gegen 
dessen Strenge , wie mir scheint . nichts eingewendet werden kann, 
an der XJnvoUkommenheit leidet , dass derselbe die Voraussetzung 
der Existenz und Stetigkeit der beiden partiellen Ableitungen /',i(»>',y) 
und /i,(ar,y) erfordert, während doch der zu beweisende Lehrsatz 
nur auf die beiden Ableitungen /',,,(.^,y) und /',^,(:«\y) unmittelbar 
Bezug hat. Es lassen sich aber sehr wohl Functionen von zwei 
Variablen x und y bilden . für welche unbeschadet der übrigen Vor- 

aussetzungen partielle Ableitungen . d(Mien die Bezeichnung -:-l- 

und — ' ): 1 - zukommen würde, nicht existiren. und es entsteht daher 
dy* 

die Frage, ob die Voraussetzung der Existenz und <ler »Stetigkeit der 
beiden Ableitungen — ^-^- und ;W' ^^^i' die (Tcltung des Lehr- 



satzes 



r./;* ny 



du \ dx J ra \ du J 



dl/ \ dx J dx \ d]j 

nothwendig ist oder nicht? 
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Diese Frage kann durcli folgende Beweisanordnung beantwortet 
werden. 

Es sei f{x,i/) eine, für alle innerhalb eines gewissen Gebieten 
liegenden Werthe der beiden reellen Variablen x und y eindeutig 
erklärte, endliche und stetige Function derselben. Ebenso seien für 
das betrachtete Gebiet die folgenden vier partiellen Ableitungen 
dieser Function, nämlich 

endliche, stetige und eindeutige Functionen ihrer beiden Argumente. 

Ein beliebigen , innerhalb des betrachteten Gebietes liegendes 
Werthepaar der beiden Variablen x, y werde mit x^^ y^ bezeichnet. 
Es mögen h und h zwei so kleine, von verschiedene, positive Grössen 
bedeuten , dass alle Werthepaare .r. y . für welche gleichzeitig die 
beiden Bedingungen 

erfüllt sind, ebenfalls dem betrachteten Gebiete angehören ; auch möge 
für die folgenden Betrachtungen die Veränderlichkeit von x und y 
auf tsolchc Werthepaare beschränkt werden , welche diesen beiden 
Bedingungen genügen. 

Die gr()ssteu Werthe, welche die absoluten Beträge der Differen- 
^'^en f\.{x,y)-f\.U\'y,) und f\,{x,y)-'f,^,(x,,y,) unter der angege- 
benen Voraussetzung annehmen können, mögen beziehlich mit 7} und 
?/ bezeichnet werden. Dann ergibt sich aus der vorausgesetzten 
Stetigkeit der Functionen /*,2(^'.y) und fi^i{Xjy)j dass man durch hin- 
reichend kleine Wahl von h und 7f über die Kleinheit von i] und i?' 
gebieten kann. 

Nun ist nach der Voraussetzung 

Also ist die Aenderung . welche die Function f\{x.y) beim Ueber- 
gange von // aus dem Werthe //y in den Werth y^ + Jc erfahrt, 
während x hierbei ungea'ndert bleibt, gleich dem Producte aus der 
Aendening /; des Argumentes und einem gewissen Mittelwerthe zwi- 
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dchen dem kleinsten und dem grössten unter denjenigen Werthen. 
welche die Ableitung /',,(a:,y) in diesem Intervalle annimmt. Bezeich- 
net man diesen Mittelwerth mit fi,i{xQjy^) + e , so ist s eine Grösse, 
deren Werth im Allgemeinen von x abhängt, deren absoluter Betrag 
aber die Grösse i^ jedenfalls nicht überschreitet. Man erhält hieniach 

Der Ausdruck auf der linken Seite der vorstehenden Gleichung ist gleich 

ja 

Also ist die Aenderung, welche die Function 

dadurch erfahrt, dass x aus dem Werthe ä\, in den Werth x^ + h 
übergeht, gleich dem Producte aus h und einem gewissen Mittelwerthe 
zwischen dem kleinsten un^ dem grössten Werthe. den der Ausdruck 
^/i^(^o»yo) +** "^ ^^^ betrachteten Intervalle annimmt. Dieser Mit- 
telwerth kann jedenfalls in die Form A/' jU\,.y^) -fÄ(7^) gesetzt werden, 
wo (ly) eine Grösse bezeichnet, deren absoluter Betrag die Grösse >; 
nicht überschreitet. 

Auf diese Weise erhält man 

/\x^-fÄ,y„+Ä)~/'(x-„,y,-f-A-)-/'(.r,-f//.//J-i-/\u'^^ 

und durch ganz analoge Schlii>^sc. wenn man von der Gleichung 

rx *'' ■ '^■ 

ausgeht, 

wo (ij') eine Grösse bezeichnet, deren absoluter Betrag die Grösse t]' 
nicht überschreitet. 

Da die linken Seiten der beiden gewonnenen G-leichungen über- 
einstimmen, so ergibt sich 

und hieraus folgt, da man über die Kleinheit des Ausdruckes auf der 
rechten Seite der vorstehenden Gleichung durch gehörig kleine An- 
nahme von h und Je verfügen kann, während die auf der linken Seite 
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stehende Differenz von den Grössen h und k unabhängig ist, dass 

ist, was bewiesen werden sollte. 

Der vorstehende Beweis hat eine gewisse Analogie mit demjeni- 
gen Beweise , den Herr S e r r e t in seinem Cours de calcul diff^ren- 
tiel et integral *) für den in Rede stehenden Satz gegeben hat, und 
dessen Autorschaft derselbe Herrn Ossian Bonnet zuschreibt. Ent- 
gegen der Formulii'ung des bezüglichen Satzes in dem Lehrbuche 
des Herrn Serret scheint mir jedoch die Voraussetzung der Stetig- 
keit der beiden partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, deren Gleich- 
heit bewiesen werden soll, für die Gültigkeit dieses Beweises nicht 
entbehrt werden zu können, da eine bei dem erwähnten Beweise an- 
gewendete Schlussfolgerung die Stetigkeit dieser beiden Ableitungen 
implicite zur Voraussetzung hat. 

Diese Voraussetzung ist aber nicht bloss bei der Os.sian Bon- 
net sehen und der oben angedeuteten Anordnung des BeVeises un- 
entbehrlich, sondern es ist überhaupt der Satz, welcher aussagt, dass 
die beiden Ausdrücke 

vorausgesetzt, dass dieselben eine l>estimnit(' Bedeutung haben, dem 
Werthe nach mit einander übereinstimmen , nicht mehr allgemein 
lichtig, wenn die Vovaus.setzung fallen gelassen wird, dass die bei- 
den Ableitungen /',, u*';2/) und /,, (*^'r2/) in der Umgebung des Werthe- 
paares u"„. //., stetige Functionen ihrer l)eiden Argumente sind. 

Hiervon kann man sich durch folgendes Beispiel überzeugen. 
Setzt man 

/■ ( ^•; y ^ = y' ai*<-' tg -- - x' arc tg |- , 

mit der Bestimmung, dass stets derjenige Zweig der Function arcus 
tangens zu wählen ist, dessen Werth zwischen —^n und +\n liegt, 
so ist diese Function nebst ihren beiden ersten partiellen Ableitungen 

f\ (^-? y) = y-^^^ ai'c tg l , f, u . y) = -x + 2y arc tg -^ 

X y 

für jeden ganz im Endlichen liegenden Bereich endlich , stetig und 
eindeutig. 



♦) Premiere edition, Pari» 1808, Tomel, p. 76.-78. 
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Für diese Function ergibt sich 

fii^^V) = +1? dagegen -^f\{x,0) = -1. 



Es haben also in diesem Falle die beiden Ausdrücke 

nicht denselben Werth. 

Auch bei dem vorliegenden Beispiele sind die beiden Functionen 

füi' jedes bestimmte Werthepaar ./ , y eindeutig erklärt : wenn x und 
y nicht gleichzeitig den Werth U liaben. erhält man 

während 

/',,,(0,U) = +1, ^,,(0,0) = -] ist. 

Keine der beiden Functionen f\Au\y) und t\,A^^iy) ^^^ ^^^^' "^ ^^^^ 
Umgebung des Werthepaarcs x = 0. y = eine stetige Function 
ihrer beiden Argumente, denn es ist z. B.. wenn .r i^ ist. 

/',j(jr, U) = — 1. wälirend /".^lO, (»j = +1 ist. 

Das angeführte Beispiel zeigt also, dass die Voraussetzung der Exi- 
.stenz und Eindeutigkeit der beiden Ableitungen f^^^x^y) und fi^i^^y) 
allein nicht hinreicht, um fiir ein bestimmtes Werthepaar x^. y^ den 

Schluss A^jC^oj^o) = Ai('\.'//o) niachen zu können. 

Wenn aber von den im Vorhergehenden*) angegebenen Voraus- 
setzungen bloss die auf eine der beiden Ableitungen f^^x^y), f\,i{x,y)i 
z.B. die auf die Ableitung /\^(x. y) sich beziehenden, fallen gelassen 
werden, so ergibt sich, mit Hülfe der Formel 

dx j i\,[x,y)dy 

aus dem Lehrsatze über die Umkehrbarkeit der Integrationsordnung 
bei einem Doppelintegi'ale, die Existenz und Stetigkeit der Ableitung 
fi,ii^*y) *^s ^^^^ nothwendige Folge der übrigen Voraussetzungen. 



") Siehe S. 278 dieses Bandes., 
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Wenn nämlich nach der Umkehrung der Integrationsfolge in Bezug 
auf y differentiirt wird, so ergibt sich 

t\ ( ^: y) - /; (A- y) = f /",,» [^ry) (^-^-^ 

folglich ist 

Von der Richtigkeit der vorhin ausgesprochenen Behauptung, 
dass die auf die Functionen fi^x^y)^ f^{x^y), f\(x,y)j /*,,, (a;, y) sich 
beziehenden Voraussetzungen bereits ausreichen, um die Existenz der 
Ableitung f'^^ (x, y) und deren Uebereinstimmung mit der Ableitung 
fhii^iV) zu schliessen, kann man sich aber auch überzeugen, ohne 
einen der Integralrechnung angehörenden Lehrsatz zu benutzen und 
zwar auf folgende Weise. 

Das Werthepaar :r, y möge der Bedingung unterworfen werden. 

dem Gebiete 

x^, <x-^x^-^h, y,:<y^y, + Jc 

anzugehören. Man bezeichne mit h\ A', k" l)eziehungsweise die Ma- 
xima der absoluten Beträge derjenigen Werthe, welche die drei Dif- 
ferenzen 

unter der angegebeneu Vorausjsetzuiig annehmen können , so kann 
man in Folge der Voraussetzung, das.s die beiden Functionen /",.^ (a, yj 
imd f^ {Xj y) stetige Functionen ihrer beiden Argumente sind, dadurcli, 
dass der Grösse h ein dem absoluten Betrage nach hinreichend klei- 
ner Werth beigelegt wird, über die Kleinheit der Grösse h\ und 
durch gehörig kleine Wahl von Je über die Kleinheit der Grössen 
k' und Je" gebieten. 

Nun ist der absolute Betray: der Differenz 






nicht grösser als h'+k'. also i:jt der absolute Betrag der Grösse 

A (*^'. y, + k)-f\ (x. yj-t\.. u,. yj Z; 
nicht grösser als JcJi' + kJc', Hieraus ergibt ^sich. das» die Grös.se 

dem absoluten Betrage nach nicht grus^sei; als Iil-Ji + JiJiJc ist. 
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Ebenso ergibt sich, dass die beiden Ausdrücke 

und 

einzeln dem absoluten Betrage nach nicht grösser als kk" sind, dass 
daher ihre Differenz 

dem absoluten Betrage nach nicht grösser als 2kk" ist. 

Setzt man nun A— B = Z;C, so ergibt sich, dass der absolute 
Betrag der Grösse 

die Grösse 

hh'+hk'+2k" 
nicht übersclireitet. 

Dieser Schluss gilt, wie klein man auch die von verschiedene 
Grösse k annehmen möge. 

Da man nun durch gehörig kleine Wahl von k über die Klein- 
heit von k' und Jt", und somit auch über die Kleinheit von hk'+2k'' 
zu gebieten vermag, so folgt hieraus, dass die Grösse C, deren 
Werth von der Wahl der Grösse k unabhängig ist, dem absoluten 
Betrage nach nicht grösser als hli sein kann. 

Ueber die Kleinheit von h' kann man aber durch hinreichend 
kleine Annahme von h gebieten. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen besteht also, da für 
negative Werthe von h analoge Schlüsse gelten, eine Gleichung von 
der Form 

und zwar bezeichnet in dieser Gleichung (A) eine Grösse, welche un- 
endlich klein wird, wenn h unendlich klein wird. 

Hieraus folgt, da die vorstehenden Schlüsse tur alle Werthepaare 
^Qi Vo gelten, für welche die Voraussetzungen erfüllt sind, dass die. 
Function /*, (a?, y) in Beziehung auf x eine partielle Ableitung /*,,i(^,y) 
besitzt, und dass diese Ableitung mit der Ableitung t\,ii^iy) über- 
einstimmt. Dieses sollte gezeigt werden. 

Die Voraussetzungen, von denen bei dem zuletzt besprochenen 
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Beweise Gebrauch gemacht wird, lassen sich wie folgt zusammen- 
fassen : 

;,Eine für alle Werthepaare zweier stetig veränderlichen, reellen 
Variablen, o:, ?/, welche einer stetigen, zweifach ausgedehnten Man- 
nigfaltigkeit angehören, eindeutig erklärte Function [{x^y) besitzt 
zwei partielle Ableitungen erster Ordnung 

.°:/:^x^ =/-,^.,,) und -^^.i = /;(.,,) 

und eine partielle Ableitung zweiter Ordnung 

d_ ( df{x, }/) \ _ df,{x,y) __ 
dy\ dx" ) ~ dy ~ ^»^•^^^.^• 

Jede dieser drei Ableitungen ist eine eindeutige und stetige Function 
ihrer beiden Argumente.^ 

Die Gresammtheit dieser Voraussetzungen hat die G-eltung des 
Satzes 



dy \ dx ) dx V dy ) 



zur Folge. Wird hiugege;ii die Voraussetzung der Stetigkeit der 
Ableitung i\^^i{x^y) fallen gelassen, so kann aus den übrigen Voraus- 
setzungen allein die Geltung des erwähnten Satzes nicht mehr ge- 
schlossen werden. 



lieber diejenigen algebraischen Gleichungen 

zwischen zwei veränderlichen Grössen, welche 

eine Schaar rationaler, eindeutig umkehrbarer 

Transformationen in sich selbst zulassen. 



Joarnal ffir reine and angewandte Mathematik, Band 87, Seite 180—145. 

Der vorliegende Aufsatz hat folgendes Theorem zum Gegenstande : 
Wenn eine unzerlegbare algebraische Gleichung zwischen zwei ver- 
änderlichen Grössen die Eigenschaft hat, durch eine Schaar ratio- 
naler, eindeutig umkehrbarer Transformationen in sich selbst überzu- 
gehen , so ist die Anzahl der von einander linear unabhängigen , al- 
lenthalben endlich bleibenden Integralfunctionen , welche ebenso ver- 
zweigt sind, wie die mit der betrachteten Gleichung im Riemann- 
schen Sinne zu derselben Klasse gehörenden algebraischen Functionen, 
entweder gleich oder gleich 1 ; mit anderen Worten : die betrach- 
tete algebraische Gleichung ist 'vom Range oder vom Range 1. 

Der Beweis, den ich im Nachfolgenden für dieses Theorem mit- 
theile, um bei einer anderen Untersuchung*) auf dasselbe mich be- 
mfen zu können, gründet sich auf die Betrachtung einer Riemann- 
schen Fläche , durch welche die Verzweigung der erwähnten alge- 
braischen Functionen geometrisch dargestellt werden kann. In Rück- 
sicht hierauf gebe ich dem zu beweisenden Theoreme folgende Fas- 
sung: Wenn eine geschlossene Rie mann sehe Fläche durch Vermit- 
telnng einer Schaar von Functionen auf sich selbst eindeutig, zusam- 
menhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet werden 
kann, so ist dieselbe entweder einfach oder dreifach zusammen- 
hängend. 

Es sei F(Sj^) = eine unzerlegbare algebraische Gleichung 



♦) Siehe S. 209 des ersten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 
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zwischen den beiden veränderliehen Grössen s und ^', welche die Ei- 
genschaft besitzt, durch eine Sc haar rationaler Transformationen 

s = (y(c<?,,-e,;«), js = 5(6^, £',;«) 

in sich selbst, d.h. in die Gleichung F{$^,J^^) = überzugehen. 
Die Grossen s, e sind hierbei voraussetzungsgemäss rationale Func- 
tionen der Grössen s^^z^ und analytische Functionen der Grösse c, 
des Parameters der Schaar. Femer werde vorausgesetzt, dass auch 
umgekehrt die Grössen $^ und z^ als rationale Functionen der Grössen 
s und e 

•s = «^il^?-^;«)» ^1 = 5,(>,^;«) 

dargestellt werden können. Die Coeißcienten dieser rationalen Func- 
tionen sind dann analytische Functionen des Parameters a. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass 
die identische Transformation 

ZU der betrachteten Schaar von Transformationen gehöre und zwar 
für einen nicht singulären Werth des Parameters der Schaar. Denn, 
bezeichnet a einen nicht singulären Werth des Parameters «, so be- 
steht erstens zwischen den Grössen * 

die Gleichung 

F(s\ z') = 0. 

und zweitens sind s und z vermittelst der Gleichungen 

s = 6(s\z';a), z = ^{s',z';a) 

rational durch s' und z' ausdrückbar, mithin auch 5, und z^. 
Für « = «' ergibt sich dann 



s^ = s\ z^ = z'. 



Nun kann man von Anfang an 5 = ,s*'. z = z' setzen und der Ein- 
fachheit des Ausdruckes wegen die Annahme machen, dass a den 
Werth habe. Unter dieser Voraussetzung werden sich für unend- 
lich kleine Werthe von a und für nicht singulare Werthe von s und 
z die Grössen 5, und z^ nur unendlich wenig von s und z unterschei- 
den. Wenn daher der, die complexe Grösse z geometrisch darstellende 
Punkt einen Periodeuweg beschreibt, so wird auch der, die complexe 
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Grösse ^, geometrisch darstellende Punkt einen Periodenweg beschrei- 
ben, und zwar einen solchen, welcher auf den Periodenweg, den die 
Variable z beschrieben hat, reducirbar ist. Man kann nämlich den 
Periodenweg von e stets so wählen, dass derselbe durch singulare 
Werthe nicht hindurchgeht und die Veränderlichkeit von a auf so 
kleine Werthe beschränken — falls dies nöthig sein sollte — , dass auch 
die Linie, welche der die complexe Grösse e^ geometrisch darstellende 
Punkt beschreibt, keinen der singulären Werthe überschreitet. 

Es sei nun T die über der ir-Ebene ausgebreitete Riemannsche 
Fläche, welche die Verzweigung der algebraischen Function s des 
complexen Argumentes z geometrisch darstellt. Man denke sich die 
Fläche T, falls dieselbe nicht einfach zusammenhängend ist, durch 2p 
Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche T' überge- 
fiihrt und bezeichne mit u eine auf der Fläche T stets endlich blei- 
bende Integralfunction , welche durch eine Gleichung von der Form 



/ 



"•' q>{s,g) 



«= / ^^d. 



für das Innere der Fläche T eindeutig erklärt sein möge. 

Es sei Tj die über der ^er^-Ebene ausgebreitete, der Fläche T con- 
gruente Riemannsche Fläche. In Folge der gestellten Voraus- 
setzungen entsprechen die beiden Flächen T und T, einander gegen- 
seitig Punkt für Punkt eindeutig. Es sei T[ die vermöge der obigen 
Gleichungen für einen beliebigen Werth von «, dessen absoluter Be- 
trag eine gewisse Grenze nicht überschreitet, der Fläche T' entspre- 
chende, einfach zusammenhängende Fläche, und es werde das stets 
endlich bleibende Integral, welches für « = mit dem Integrale u 
übereinstimmt und im Punkte s, = ä^, ^, = ^o den Werth an- 
nimmt, mit Wj bezeichnet. Ein Zweig dieser Integralfunction ist in- 
nerhalb der Fläche T[ eine eindeutige Function des Ortes, also ist 
dieser Zweig auch eine eindeutige Function des Ortes innerhalb der 
Fläche T\ Da nun w, längs der Querschnitte der Fläche T diesel- 
ben Periodicitätsmoduln wie « besitzt, so hat die Differenz Wj— m = v 
tiberall den Periodicitätsmodul und ist daher, weil sie für keinen 
Punkt von T unendlich gross wird , eine Constante , welche von dem 
Parameter der Schaar abhängt und zugleich mit demselben unendlich 
klein wird. 

Diese Constante v möge zum Parameter der Schaar gewählt und 
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an Stelle von a in die Transtbrmationsgleichungen eingeführt werden. 
Man kann dann ohne Xachtheil für die Allgemeinheit der Untersu- 
chung von der Annahme ausgehen, dass sämmtliehe in den Transfor- 
mationsgleichungen vorkommenden Coefficienten . welche als analyti- 
sche Functionen des Parameters vorausgesetzt wurden, nach Potenzen 
der Grösse v mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Potenz- 
reihen sind, welche sämmtlich convergiren. wenn der absolute Betrag 
V der Grösse i- kleiner ist als eine gewisse Grösse ö, 

Ist nun 5o, Zq ein nicht siiiguläres, der Gleichung F{s^, z^) = 
genügendes Werthepaar, und s, z ein ebenfalls der Gleichung F{s, e) = 
genügendes, dem vorigen benachbartes Weilihepaar, so kann man jede 
der beiden Grössen s, z, welche die obere Grenze des Integrales 



/' q){$, z) ^ 
" = j ^F'^' 
■•■- rs 

bestimmen, sobald die Veränderlichkeit der Grösse u auf ein gewis- 
ses, in der Umgebung des Werthes m = liegendes Gebiet beschränkt 
wird, als eine Function der Grösse u betrachteu. welche ijinerhalb 
dieses Gebietes den Charakter einer ganzen Function besitzt. Es sei 
die Grösse d so klein gewählt, dass nicht allein die oben gestellte 
Bedingung erfüllt ist, sondern überdies die, dass die soeben erklär- 
ten Functionenelemente 

fiir alle Werthe von m. deren absoluter Betrag kleiner als d ist. den 
(^hnraktor ganzer Functionen besitzen. 

T^ntor dieser Voraussetzung können also die beiden Functionen- 
olemonto in der Form von Potenzreihen dargestellt werden, welche 
nach Potenzen der Grösse u mit ganzen positiven Exponenten fort- 
schreiten und für alle Werthe der Grösse u, deren absoluter Betrag 
kleiner als d ist, convergiren. 

Auf diosolbe AVoise ergeben sich die Gleichungen 

und, wegen der Gleichung u^ = M-f-r. sobald jede der beiden Grössen 
u und r dorn absoluten Retrage nach kleiner als |ä ist. 

In Folge der (ileirimngcn 
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ergibt sich demnach, ziiuächst unter der augegebeiieii Bedingung, dass 
sowohl die Grösse ti als die Grosse v dem absoluten Betrage nach 
kleiner als |^d ist, 

*{u + v) = <y,(*(tt),z(w);^0» x{^ + ^) = 5,(*(w),;c(w);v). 

Die auf der rechten Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdrücke 
sind nun darstellbar als Quotienten je zweier nach Potenzen der 
Grössen u und v mit ganzen positiven Exponenten fortschreitenden 
Potenzreihen , welche jedoch nicht allein für die Gebiete | w | < i* 5, 
|t;|<:J*, sondern für die Gebiete |MJ<:d, |r|<:tf cgnvergiren. 

Man kann annehmen , dass diese Potenzreihen keinen Factor von 
der Form {u—v)" gemeinsam haben. 

Setzt man hierauf m = v, so ergeben sich vermittelst der obi- 
gen Gleichungen ^(2t;) und x{2v) als Quotienten zweier nach Poten- 
zen der Grösse v fortschreitenden Potenzreihen, welche, wenn |r|<:d 
ist, convergiren. Diese Functionenelemente ^(2v) und x(2v) sind 
also für alle Werthe der Grösse v, deren absoluter Betrag kleiner 
als d ist, eindeutig definirt und müssen für alle Werthe der Grösse* 
», deren absoluter Betrag kleiner als |d ist, mit den vorher erklär- 
ten, nach Potenzen der Grösse 2v fortschreitenden Potenzreihen für 
^(2v), x{2v) dem Werthe nach übereinstimmen. 

Hieraus folgt, wenn man 2v durch u ersetzt, dass die neue De- 
finition der Functionen ^(w) und xi^^) als Quotienten zweier nach 
Potenzen von u fortschreitenden Potenzreihen, welche convergiren, 
sobald der absolute Betrag von n kleiner als 2d ist, eine analytische 
Fortsetzung der ursprünglich nur fiir das Gebiet | w | -c d erklärten 
Functionenelemente f{u) und ;t(w) ergibt, welche sich auf das Gebiet 
|fi{ <:2d erstreckt. Es geht hieraus zunächst hervor, dass die Func- 
tionen ^(f«) und ;f(u) auch für das erweiterte Gebiet des Argumentes 
eindeutig erklärt bleiben. 

Setzt man nun wieder in den Gleichungen für ^(w-|-v), x('^ + ^) 
die Grösse 2v an die Stelle der Grösse «, so ergeben sich ^(3r) und 
x(3t?) als Quotienten je zweier nach Potenzen der Grosse v fortschrei- 
tenden Potenzreihen, welche liir alle Werthe der Grösse r, deren 
absoluter Betrag kleiner als d ist, convergiren. 

Diese Darstellung ergibt eine Definition für die Functionen ^(m) 
und xW> welche sich auf das Innere des Gebietes |t(| <;3d erstreckt. 

8 e h w ft r X , Oseainineli« A1>handlniigen . n. 19 
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Auf diese Weise kann man fortfahren und den Bereich des Argumen- 
tes der Functionen 4'{h) und xi^) ^^^^ einen beliebig grossen Theil 
der «(-Ebene ausdehnen, ohne dass diese Functionen aufhören, den 
Charakter rationaler Functionen zu besitzen. 

Hieraus folgt, dass diejenigen analytischen Functionen, welche 
aus den früher erklärten Functionenelementen ^(u) und xi^) durch 
analytische Fortsetzung entstehen . eindeutige Functionen ihres 
unbeschränkt veränderlichen Argumentes sind. 

Ist nun die Ordnungszahl des Zusammenhanges der Fläche T 
grösser als 1, also mindestens gleich 3 , weil die Fläche eine ge- 
schlossene ist, so besitzt die betrachtete, allenthalben endlich blei- 
bende Integralfunction mindestens zwei Perioden. Es sind daher 
f (ti) und X (^<) eindeutige doppelt periodische Functionen des Argumen- 
tes u, welche für alle endlichen Werthe desselben den Charakter 
ganzer oder gebrochener rationaler Functionen besitzen. 

Also sind die Functionen ipiu) und ^^(m) bei passender Wahl der 
Invarianten (j^ und f/^ rationale Functionen der beiden speciellen el- 
liptischen Functionen ym und y/u, welche Herr Weierstrass in 
seinen Vorlesungen über elliptische Functionen seit einer Reihe von 
Jahren zu Grunde legt. 

Es bleibt nun noch übrig, zu zeigen, dass die Fläche T, falls 
dieselbe nicht einfach zusammenhängt, nur dreifach zusammenhän- 
gend sein kann. 

Wäi'e die Ordnungszahl des Zusammenhanges der Fläche T 
grösser als drei, so wäre mehr als ein Paar Querschnitte erforder- 
lich, um die Fläche T in eine einfach zusammenhängende überzufüh- 
ren. Dann wäre es möglich, für die reellen Theile der Periodicitäts- 
moduln der allenthalben endlich bleibenden Integralfunction solche 
Werthe zu wählen, dass die Perioden sich nicht aus zweien unter 
ihnen mit reellen rationalen Zahlencoefftcienten zusammensetzen lassen. 

Dass es wirklich zu jedem S3^steme beliebig angenommener Werthe, 
als reeller Theile der Periodicitätsmoduln, für eine gegebene Rie- 
mannsche Fläche eine zugehörende überall endlich bleibende Inte- 
gralfvmction gibt, lässt sich ohne Anwendung der Schlussweise des 
sogenannten Dirichlet sehen Princips , durch ein Schlussverfahren 
begründen, dessen Hauptpunkte in einer im Jahrgange 1870 der Mo- 
natsberichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Ber- 
lin veröffentlichten Mittheilung*) des Verfassers dargelegt sind. 

'*') Siehe S. 144—171 dieses Bandes. 
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Da nun die obige Sehlussweise liir jode alleuthalben endlich 
bleibende Integralfunction gilt, so inüsste es eindeutige Functionen 
eines complexen Argumentes geben, welche mehr als zwei Fundamen- 
talperioden besitzen, was bekanntlich nicht der Fall ist. 

Also ist die Fläche T entweder einfach oder dreifach zu- 
sammenhängend. 

Im ersteren Falle sind die Grössen s und r rationale Functionen 
eines Argumentes t und bei passender Wahl dieser Grösse ist auch 
umgekehrt t eine rationale Function der Grössen s und j. 

Im letzteren Falle sind die Grössen i> und ^ rationale Functio- 
nen von pti und pti, und es sind auch umgekehrt, bei passender Wahl 
der Invarianten g^ imd g^^. ^m und ^/t« rationale Functionen der 
Grössen s und js. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze ergibt sich unter anderem der 
folgende: Wenn zwei algebraische Curven in der Beziehung zu ein- 
ander stehen , dass es auf unendlich viele Weisen möglich ist , ver- 
mittelst algebraischer Gleichungen zwischen den Punkten beider Cui- 
ven ein gegenseitig eindeutiges Entsprechen herzustellen, so sind die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes jeder der beiden Curven ent- 
weder rationale Functionen, oder eindeutige elliptische Functionen 
eines Parameters. 

Göttingen, 187B. 
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Essai (l'une d6monstration d'un th6or^me de 

Geometrie, redigo sur l'invitation de 

M. Charles Hermite. 



Journal de Hathe'raatiqnesi pnres et appliqueen, troirieme stfrie, tom« VI, p. 111— 114. UirriX 1880. 

Essai d'une d^monstration du thc'oreme: 

Los coordonnres d-nnc courbe plane du degre n qui a precisement 

fH-l)(M-2) ^ 

V2 "^ 

points doublcs diffcrenis s'exprimcnf rationnellenienf par im paramirv et 
par une r deine carree d'une fonction entvre du cxnqtiif'mc ou du sixirme 
dcfjre de ce i)aramtire, 

Preiions unr courbe plane* C^ irroductible , dont 

YU,y) = 

soit rc'quation, ([ui ait pivcdsemont ~z 2 points doubles 

1 • J 

diff^^rents. 

Fremurefnent , il sera tonjours possible de faire passer par les 
points doubles et en outre par un point V^ de la courbe C^ pris ar- 
bitrairenicnt une courbe C\_3 du degrc nSj car le nombre propose 
de point y 

2 "+^ 

nest pas plus grand que 2 ' 

La courbe C„.3 rencontre la courbe C, aux points doubles et en 
outre aux deux points P^ et P^. 

Prenons sur la courbe C^ un point diff^rent des points doubles 
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et des deux points P^, P^, et faisons passer par ce poiiit nouveau et 
par les points doubles de la coiirbe C\ une courbe C^^., du degre 
n— 3. Cette courbe sera differente de la courbe C^_3. Soient 9, = 0, 
9, = les equations des courbes C^.^, C^.3; 

sera T^quation d'un faisceau de courbes du degre n— 3 passant par 
les points doubles de la courbe C^, et dont chacune a en commun 
deux points avec C,. Donc, ä chaque valeur de la variohle k correspon- 
drant deux points de C,, ou chücun de,*i points de la courhr C^ est con- 
jugu^ ä un autre et cet autre est conjugw rfciproquiment au premier. 

H est n^cessaire que les deux points d'intersection de la courbe 
9j— A^g = avec la courbe F(rr, y) = soient variables avec A; si 
Tun d'eux seulement etait variable avec A, l'autro constant, la courbe 
C^ ou F(a:, y) = serait une de celles-ci, dont les coordonnees peuvent 
etre exprimees rationnellement par le paranietre A, et le nombre 

des points doubles serait y ^^ , w. ^ui est coiitraire a Tliy- 

pothese. 

Prenons en second Heu sur la courlje i.\. arbitrairement, n points 
qui soient diifc'rents des points doubles vi dont aucun ne soit con- 
juguf ä un autre de ces n points. 

Soit le point P^ un de ces points , (»t dcsignons les autres par 
P P • • P 

Faisons passer par les points doubles et j)ar les j)oints P„,"-,P^_, 
une courbe C\_, du degre «—2. ce qui est tuujours possible ; cette 
courbe rencontrera La courbt» V- en ontre aux ({rux noints P (»t P . ,. 

Choisissons les points doubles et les points P3. P^. • • •. 1\, 1\^, 
pour les points fondamentaux d'nn i'aisceau des courbes du degre 
n—2. Une de ces courbes est C.,^ ; C^.... cn est une antre. Soient 
^j == 0, ^fj = ü les eijuations des courbes V _^ vi C'J„., : 

sera Tequation du faisceau de eourb(*s du «legre ?i — 2, dont chacune 
a trois points en cominun avec (\, outre les points t'ondanientaux, et 
ces points sont tous les trois variables avec le paranietre fi. 

Pour ^viter la possibilite que le point J^^ Int cominun aux courbes 
C^, et C|^_g, on pourrait cbauger la siguirtcation des points P„.Pj,P^; 
si Ton a d^termine la courbe C^.o par un point diff^rent des points 
P„, Pj, P,, la courbe C\'_,, outre les points fondamentaux. ne peut 
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avoir que deux de ces trois points en commun avec la courbe C^.^. 
et Ton pourrait choisir le troisieme pour le point P^; puis on pour- 
rait d^terminer de nouveau la oourbe C.^,, 9^ = 0, • • •. 

Mais 011 peut demontrer a posteriori que cette possibilite n'a pas 
lieu, car, dans ce cas, ebacuiie des eourbes du faisceau t^».— /i*^, = 
rencontrerait la courbe C^ seulement dans un point variable, les coor- 
donn^es s'exprimeraient i'ationnellement par /x et le nombre des points 

doubles serait ~z — ^ , ee qui est contraire a Thypothese. 

1 * Ji 

Parmi les trois points variables qui sont communs k une courbe 
du faisceau ^, — ft^^ = et ä la courbe Q, on ne trouve pas, en 
g^neral, une paire de points eoiijugues. car, si Ton pose A = 0, ft = 0, 
les trois points sont P^, Pj, Pj. dont aucun n'est, par hypothese, 
conjugu^ ä quelqu^iu des deux autres. 

On peut donc conclure: Ä chaque point de la courbe C^, exceptio 
les points doubles et les 2>oint^ fondamentaux ^ correspond: V une seule 
valeur de X; 2° une setde valeur de fi, 

A chaque valeur du paramrtre X correspondent deux points de la 
courbe C,, et par conscquent deux valeur s du parametre (i; a chaque va- 
leur du paranU'tre n correspondent trois points de la courbe C^, et par 
conscquent trois väleurs du parametre L 

Cette correspondance est definie par une equation algebrique 
entre les variables A et fi, qui est du deuxieme degr^ pour la va- 
riable ft et du troisieme degre pour la variable A: 

Oll x^, Xii Xa ^^^^ ^^^ fonctions entieres du parametre A du troisifeme 
degre. 

Outre les Solutions qui correspondent aux points doubles et qui 
ne d^pendent pas des valeurs des parametres A et n, les ^quations 

^j— A^jj = 0, 

r(x,y) = 0, 
Gr{X,ii) = 0, 

ont, en g^n^ral, une setde Solution {x, y) en commun, car, si Ton pose 
A = 0, fi = 0, le point P^ est le seul point qui soit commun aux 
eourbes 9), -= 0, ^^ = 0, F = 0, outre les points doubles. 
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Par cette raison, d' apres un th^oreme connu. les coordonnees x, y 
du senl point variable qui soit eomnnm aux coiirbes 

¥{x,y) = 0, <p^—X(p, = 0, tlf^-fitlf^ = 0, 

oü les variables A, (i sont liees eutiv ellcd par ruqiiatiou (jr(A,fi) = 0, 
a'expriment rationnellement par les parainetros A et ft, c'est-a-dirc 
par A et la racine earree VzJ^ZiZs d'iiiie fonction entiere du ciiiqiiieme 
ou du sixieme degre, ce qü41 fallait dcmontrer. 



Verallgemeinerung eines analytischen 

Fundamentalsatzes. 



Annali di Matemaiica para ed applicata, 11^ serie, tomo Xo, pag. 129^186. 

Es sei t öine reelle stetig veränderliche Grrösse; ^(O» V'CO? z(0 
seien drei Functionen des Argumentes t, welche ebenfalls nur reelle 
Werthe annehmen, und welche für alle in Betracht kommenden 
Werthe dieses Argumientes endlich, stetig und eindeutig sind. 

Unter dieser Voraussetzung stellen die Grieichungen 

wenn a;, y, 3 rechtwinklige oder schiefwinklige Coordinaten eines 
Punktes bedeuten, allgemein zu reden, eine krumme Linie im Baume dar. 
Wenn die drei betrachteten Functionen Ableitungen erster 
Ordnung 

besitzen, welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe von i end- 
lich und stetig sind, so besitzt die erwähnte Curve in jedem Punkte, 
für welchen die drei Ableitungen erster Ordnung nicht gleichzeitig 
den Werth annehmen, eine bestimmte Tangente. 

Ist Po der dem Werthe t^ des Argumentes t entsprechende Punkt 
der Curve, während mindestens eine der drei Grössen 

einen von verschiedenen Werth hat. und ist I\ der dem Werthe 
f^ entsprechend(^ dem Punkte P^ benachbarte Punkt der Curve, so 
wird die Tangente der betrachteten Curve im Punkte P^ als die 
Grenzlage definirt, welcher die durch die beiden Punkte P^ und P, 
hindurchgehende Gerade unter der Voraussetzung unendlich nahe 
kommt, dass der Punkt P^ dem Punkte Pq unendlich nahe rückt. 
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Unter den angegebeneu Voraussetzungen besteht der Satz : 
Sind P, und P^ zw(m von einander verschiedene, dem Punkte P^ 
benachbarte Punkte der Curve , welche den Werthen t^ und t^ des 
Argumentes t entsprochen, und lässt man diese beiden Punkte unab- 
hängig von einander dem Punkte l\ unendlich nahe rücken, so ist 
die Grenzlage der durch die beiden Punkte Pj und 1\ hindurchge- 
henden Geraden die Tangente der Cnrve im Punkte P^. 

Der Beweis dieses Satzes gründet sich auf den Fundamental satz 
der Analysis, dass, wenn t^ und t^ zwei von einander verschiedene 
Werthe bezeichnen, der Werth des Quotienten 

u-t, 

welchem man auch die Form 

1 <P(^J 
1 .<JP(^) 



1 /, 



geben kann, nicht grösser ist als der grösste und nicht kleiner ist 
als der kleinste unter denjenigen Werthen , welche die erste Ablei- 
tung q>{t) der Function (p{t) in dem Intervalle t^"t^ annimmt. 

Besitzen die drei betrachteten Functionen ausser den Ableitun- 
gen der ersten Ordnung auch Ableitungen der zweiten Ordnung, 

^'\t), il^'\t), x\t), 

welche für alle in Betracht kommenden Werthe von t endlich und 
stetig sind, so besitzt die erwähnte Curve in jedem ihrer Punkte, 
für welchen die drei Determinanten zweiter Ordnung. 

; ^\t) x"^t) ,' ■ xV) 9"(f-^ ' ! 9V) tV) 

nicht gleichzeitig den Werth U annehmen, nicht bloss eine bestimmte 
Tangente, sondern auch eine bestimmte Osculationsebene, und 
zwar ist, wenn |, r^, 5 ^^ic Coordinat(»n eines beliebigen Punktes der 
Osculationsebene in dem , dem Wertlie /„ entsprechenden Punkte P„ 
der Curve bezeichnen. 

S ^i S 1 

! <p (tj t ih) X [to) 1 

I <P'(^) *'(^o) xitj 

I <pV.) rif-o) x'V.) 

die Gleichung derselben. 



= 
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Der Abstand der dem Punkte P^ benachbarten Punkte der Curve 
von der Osculationsebene ist eine kleine Grösse von höherer als der 
zweiten Ordnung. Diese Eigenschaft enthält zugleich eine Definition 
der Osculationsebene tür jeden nicht singulären Punkt, das heisst, für 
alle diejenigen Punkte der Curve, für welche die erwähnten drei Deter- 
minanten zweiter Ordnung nicht gleichzeitig den Werth annehmen. 

Nun besteht der Satz: Sind P,, P^, P^ drei von einander ver- 
schiedene, dem Punkte P^ benachbarte Punkte der betrachteten Curve, 
welche den Werthen ^,, /„ f, des Argumentes t entsprechen , so ist, 
wenn diese Punkte unabhängig von einander dem Punkte P^ unendlich 
nahe rücken, unter den angegebenen Voraussetzungen die Grenzlage 
für die durch die drei Punkte P„ P„ P, hindurchgehende Ebene die 
Osculationsebene der betrachteten Cu^^'e im Punkte P^,. 

Bei dem Versuche, diesen Satz in seiner vollen Allgemeinheit zu 
beweisen, bin ich auf eine Verallgemeinerung des vorhin erwähnten 
Fundamentalsatzes geführt worden, mit deren Hülfe der erwähnte Be- 
weis ohne Schwierigkeit geführt werden kann. 

Da die Gleichung der diu'ch die Punkte Pj, P„ Pj hindurchge- 
henden Ebene in die Form 

^HQx'fX ixiU)9(0 i9(',U«,)! 

gesetzt werden kauu. und da die Coetücienten der Grössen |, »j. g mit 
jeder der drei Differenzen (, — (,. (^—(3. ^— ', gleichzeitig nnendlich 
klein werden . .so wird es sich darum handeln . einen Ausdruck von 
der Fonu 

1 WJ Ht,) 

1 y(/, ) i'jt,) 
1 t, t\ 

in der Weise zwiselien (Tronzen i'inzuschliessen. dass diese Grenzen, 
wenn die drei Wortlio Z^. /,. / unabhängig von einander dem Werthe 
i,, unendlich nalio konnuou. iMuandor ebenfalls unendlich nahe kommen. 

Zu diesem Ziele gelangt man durch folgende Betrachtungen. 

Es sei /, die kleinste, /, die grösste der ilrei Grossen f^, f„ /,. 



I 
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Es seien f , f zwei von einander unabhängige, reelle veränderliche 
Grössen, und zwar sei das Gebiet aller Systeme von Werthen, welche 
diese veränderlichen Grössen annehmen können, bestimmt durch die 
Bedingungen 



K^a^U, f<t' 



fr 



Es sei g der grösste, k der kleinste unter allen den Werthen, 
welche die Determinante 

in dem betrachteten Gebiete annimmt. Hierbei soll der Fall nicht 
ausgeschlossen werden, in welchem diese Determinante in dem ganzen 
Gebiete einen constanten Werth hat, nur ist dann k = g zu setzen. 
Es ist also 



k 



9'in t'(t') i _ 

9"(r) fit") ; "■ ^" 



Durch Multiplication mit lU" und Integration zwischen den Grenzen 
t' und f erhält man zunächst 



k 



1 t' 
1 t" 



<p'{f) tl>\f) 

9\n i>\n 



9 



1 f 
1 t" 



sodann durch Multiplication mit dt' und Integration zwischen den 
Grenzen <, und t' 

f-t, iit'*-t\) ^ q>in-<piQ ^n-tM =.:<'-^K<'-'!) 



tr 



9'in 



H>\n 



9. 



1 



r 



endlich durch abermalige Multiplication mit dt" und Integration zwi- 
schen den Grenzen <, xmd t", wobei t^ <. t" ist, 



|r-<.i(^-<;) 



<p{t')-vit,)t{t')-tit,) 



t'-t^^it"-t\) 
<"-<.i(<"'-<D 



Wenn nun t' = t^j t" = t^ gesetzt wird, so ergibt sich 



** 


t,-t. 




< 


oder 




1 t, t] 




hk 


1 t. 








h9 



t.-f. ti-t* 



2 ' 1 *'2 



h *2 *3 *2 



1 



1 t. 






1 9('.) i\U) 

1 <p(^^ Ht,) 

1 9i.Q Hü 



I 1 



f-2 
I. 



f- '■ 
•l ■ 
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Es ist also der Satz bewiesen: 
„Der Werth des Quotienten 



1 
1 
1 

T 
1 
1 






fit.) 



f. 



f. 
t 



/,<<,<: t. 






ist nicht grösser als ^g und nicht kleiner als i^k, wo </ den grössten, 
k den kleinsten unter denjenigen Werthen bezeichnet , welche die 
Determinante 



in dem Gebiete 



i 9"{t") t\n ! 



t.<t'^ t 



'8> 



t'^fT- L 



annimmt.^ 

Mit Hülfe dieses Lehrsatzes bietet der Beweis des vorher ange- 
führten geometrischen Satzes keine Schwierigkeit dar. 

Es kann auch bemerkt werden, dass das soeben mitgetheilte Be- 
weisverfahren ohne Schwierigkeit in der Weise verallgemeinert werden 
kann, dass es dazu dient, folgenden Satz zu beweisen. 

;,Es seien /^iCO/ACO? •'•/»(O '^ Functionen derselben stetig ver- 
änderlichen Grösse f, welche nebst ihren Ableitungen bis zur (n—l)ten 
Ordnung einschliesslich für alle in Betracht kommenden Worthe des 
Argumentes t endlich, stetig und eindeutig sind. Sowohl die Grösse 
t^ als auch die betrachteten Functionen nehmen nur reelle Werthe an. 

Unter diesen Voraussetzungen ist , wenn /j, t^^ - " t^ n von ein- 
ander verschiedene , dem Intervalle a • • • 6 angehörende Werthe des 
Argumentes t bezeichnen, der Werth des Quotienten 









1 
1 
1 



t. 






t t: 






f.(tj 



w-l 

1 
»— 1 

2 
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nicht grösser als -. r« ,-o"t~ / " im ^^^^ Glicht kleiner als ^ , ,t,ö • --"/ ; tt j 

° 112!3!---(n— 1): l!2Id!---(n— 1)!' 

wo g den grössteii , h den kleinsten unter denjenigen Werthen be- 
zeichnet, welche die Determinante 






an 
nif") 



an 



rrvn rrv") • rrv-) 



in dem Gebiete 



a<r^b, r^f'^h, t"<r^h, 



i 



(»-i> 



< i'-' ^ h 



annimmt." 

Eine Anwendung dieses Satzes für den Fall n = 4 möge diese 
Mittheilung beschliessen. 

Eine krumme Linie im Räume sei bestimmt durch die Gleichungen 

in welchen .r, y, s rechtwinklige Punktcoordinaten bezeichnen. Es 
wird vorausgesetzt, dass die drei Functionen q>{t)^ ^(0> z(0 nebst 
ihren Ableitungen bis zur dritten Ordnung einschliesslich für die in 
Betracht konunenden Werthe des Argumentes / endlich , stetig und 
eindeutig sind. 

Dem Werthe t^ des Argumentes t entspreche der Punkt P^ der 
Curve, dessen Coordinaten Xi, y^, z^ sein mögen, während r; den Ab- 
stand desselben vom Coordinatenanfangspunkte bezeichnet. Dem In- 
dex. A gebe man die Werthe 0, 1, 2, 3, 4. 

Es seien g, i^, 5 die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes 
der durch die vier Punkte P^, P„ Pg, P^ lündurchgehenden Kugel- 
fläche ; iZ sei der Radius derselben. Bezeichnet man die Grösse 
l' + i?' + 5'— Ä', die Potenz der erwähnten Kugelfläche in Bezug auf 
den Coordinatenanfangspunkt, mit — 2co, so erhält man zur Bestimmung 
der \der Grössen |, i^, g, cj die vier Gleichungen ersten Grades 

^xl + Vin + ^xi + ^-hrl = 0, A = 1,2,3,4. 
Es ergeben sich also für |, i], g Ausdrücke von der -Form 



i = i 



rl Vi. H 1 



xi y,. -^A 1 ' ' 



»2 



■' i ^A y>. ==, T" ' ^ '-' x,.y^z,\V 



in .welchen die Zähler vmd Nenner Determinanten vierter Ordnung 
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bezeichnen , welche die in dem vorstehenden Lehrsatze angegebene 
Gestalt besitzen. 

Aus diesen Ausdrücken ergeben sich durch Anwendung dieses 
Jjehrsatzes ohne Schwierigkeit die Grenzwertlie. welchen die Grössen 
I, t]j 5 unter der Vorauss(^tzung unendlich nahe kommen, dass die \der 
Punkte 1\, 1\^ 1\. I\ unabhängig von einander dem Punkte P^ un- 
endlich nahe rücken. Hierbei ergibt sich, dass die Grenzlage für die 
erwähnte Kugelfläche mit der zu dem Punkte P^ gehörenden Schmie- 
gungskugel der betrachteten Curve zusammeniallt. 

Kezzonico am Corner See, im September 1880. 



Auszug aus einem Briefe au Herrn F. Klein. 



llatheiDAtiscbe Annalen, Band 21, Seit« 157—100. 

Sind die Unstetigkeiten , welche man einer J^otentialfunction u 
auferlegen will, von der Art, dass bei der T^eberschreitung einer Quer- 
schnittlinie die Function um eine constante, vorgeschriebene Grösse 
sich ändern soll , so bedarf das Verfahren , welches in den Monats- 
berichten der Berliner Akademie vom Jahre 1870 für die Einführung 
punctueller unstetigkeiten eingehalten wurde (vergl. die beiden Bei- 
spiele Seite 788-790 und 792—794 daselbst)*) nur einer unerheb- 
lichen Modification , so lange der in Betracht zu ziehende Bereich 
noch eine Randlinie besitzt, längs welcher die Function u vorge- 
schriebene Werthe haben soll. 

Zunächst ist der Satz für einen zweifach zusammenhängenden 




Bereich T zu beweisen. Durch Q^ werde aus T der einfach zusam- 
menhängende Bereich T^, durch ^, , — welcher Querschnitt mit Qi 
keinen Punkt gemeinsam haben darf, — gehe der Bereich T in den 
Bereich T, über. Man integrire für T^ Ju = unter der Bedingung: 
1« = am ganzen Rande, « = 1 an beiden Ufern des Querschnitts 
Q^, Es sei q^ das Maximum aller Werthe , welche u längs der ganz 
innerhalb T^ liegenden Linie Q^ annimmt. Ebenso integrire man 



") Siehe S. 163-166 ynd S. 168-170 dieses Bandes. 
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Ju = für das Innere von T, unter der Bedingung: w = am 
ganzen Rande, t« = 1 an beiden Ufern von Q^, Es sei g, das Maxi- 
mum der Werthe , welche u längs der ganz innerhalb T, liegenden 
Linie Q^ annimmt. Sowohl g^, als g, sind kleiner als 1. 

Es seien nun die Werthe von u längs der ganzen Begrenzung 
von T vorgeschrieben; längs Q, soll (W^'—ur) = K sein. 

Man bestimme fiir den Bereich T^ eine Function w, , welche am 
llande von T die vorgeschriebenen Werthe hat, am negativen Ufer 
von ^, irgend welche Werthe, am positiven Ufer die um K grösseren 
Werthe annimmt. Von dieser im Inneren von T^ der Differential- 
gleichung z/f/j = genügenden Function denke man sich die Werthe 
längs Q^ bestimmt und integrire für T, die Differentialgleichung 
^u = durch eine Function u„ welche längs des Randes von T die 
vorgeschriebenen Werthe annimmt (längs der Begrenzungstheile a 
und h muss natürlich «, = u^—K sein), welche auf dem negativen 
Ufer von Q^ mit u^—K, auf dem positiven mit u^ übereinstimmt. 
Hierauf bestimme man für das Innere von T^ eine Function- w, , so 
dass i^Wj = 0, längs der Begrenzung von T u^ ^= ii^, längs des nega- 
tiven Ufers von Q^ u^ = m,, längs des positiven Ufers m, = «, -f JC ist. 

Auf diese Weise fortschreitend bestimme man eine unendliche 
Reihe von Functionen «,. f/^, k,, u^, •• •, welche abwechselnd für das 
Innere von T^ und das Innere von T^ erklärt sind. 

Das Maximum (bozw. die obere Grenze) von JMj— w,!, d.h. des 
absoluten Betrages von «, — «3. längs Q^ sei g. so ist der absolute 
Betrag von u^ — u, längs Q^ sicher nicht grösser als gq^\ längs Q, ist 
aber u^ — u^ = ^'2"~**4 (und zwar auf beiden Ufern), folglich ist w,— w^, 
da diese Differenz am ganzen Rande von T gleich ist , dem abso- 
luten Betrage nach an keiner Stelle innerhalb T^ grösser als gq^, 
längs (?i jedenfalls nicht grösser als gq^q.,. Mithin ist it*,— tijl <5^Ji?2, 

Hieraus folgt zunächst , dass die Functionen m,^^.i sowohl , als 
auch die Functionen f/,^ sich mit wachsendem Index zwei bestimmten 
Grenzfunctionen m' und t<" nähern, welche beziehlich für die Bereiche 
T^ und T, erklärt sind und innerhalb dieser Bereiche die Differential- 
gleichung befriedigen. Längs der ganzen Begrenzung ^^, a, Q^, b des 
Theilbereiches T* ist w' = u"+K, es besteht daher diese Gleichung 
auch im Inneren von T*. Längs der ganzen Begrenzung des Theil- 
bereiches T—T* ist 11' = u", OS besteht daher diese Gleichung auch 
im Inneren von T- T*. 
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Setzt man aber i« = w' im Lmeren von T, , so ist w" die analy- 
tische Fortsetzung von u~ über Q, hinaus : diese Fortsetzung ist aber, 
wie bewiesen, innerhalb T* gleich u'-^K, d. h. gleich u*—K, also ist 
die Function t< = tt' die gesuchte. 

Es ist also der Satz für einen zweifach zusammenhängenden 
Bereich , fOr einen beliebig vorgeschriebenen Periodicitätsmodul und 
fBr beliebig vorgeschriebene (im Allgemeinen stetige) Randwerthe 
bewiesen. 

Unter der Voraussetzung der GKiltigkeit des Satzes für einen 
zweifach zusammenhängenden Bereich kann man nun den analogen 
Satz filr einen dreifach zusammenhängenden Bereich beweisen. Es 
sei T dreifach zusammenhängend. Man construire einen Querschnitt 
Qj, durch welchen T in einen zweifach zusammenhängenden Bereich 
Tj fibergeht. Man construire einen zweiten Querschnitt ^,, welcher 
durch continuirliche Grestaltsänderung auf Q^ reducirbar ist, der aber 
mit Ci keinen Punkt gemeinsam hat. Durch Q, gehe T in T, über. 

Nun kann man , dem bereits bewiesenen Satze zufolge , für die 
Bereiche T^ und T, die Functionen «„ m„ w,, ••• bestimmen, welche 
einen vorgeschriebenen Periodicitätsmodul bereits besitzen, und, genau 
dem vorher angegebenen Verfahren entsprechend, der Function u einen 
zweiten Periodicitätsmodul aufzwingen. 

So kann man fortfahren, so lange eben überhaupt noch eine 
Bandlinie übrig bleibt, längs welcher die Function u vorgeschrie- 
bene Werthe annehmen soll. 

Will man aber auch diese letzte Randlinie fortschaffen, also zu 
einer geschlossenen Bie mann sehen Fläche ohne Randlinien über- 
gehen, so kann man nicht auf dieselbe Weise verfahren, weil man 
bezüglich des Beweises auf Schwierigkeiten stösst. 

Diese Schwierigkeit, welche mir anfänglich \Hiele Mühe gemacht 
hat, habe ich auf folgende Weise überwunden. 

Aus der Riem an n sehen Fläche T schneide man eine Elreisfläche 
mit dem Radius /?, heraus, die in ihrem Inneren keine singulare Stelle 
besitzt. Die von T noch übrig bleibende Fläche möge mit T, be- 
zeichnet werden. Diese Fläche , welche also jetzt eine Randlinie 
besitzt , gestattet die Anwendung des bewiesenen Satzes zweifellos. 
Zu dem Kreise mit dem Radius B^ construire man nun einen con- 
centrischen mit grösserem Radius JB, und bezeichne das Innere 
dieses Elreises mit 7,. Die beiden Kreise mit den Radien jB, und 
JR, sollen in demselben Blatte von T liegen; es kann also immer 

Bekwftri, Ommwlie Abbuidhoiftii. H. 20 
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erreicht werden, dass auch der grössere Kreis keine singulare Stelle 
in seinem Inneren enthält. 

Man nehme nun längs r = JB, eine Werthereihe beliebig an. 
z.B. u = , und bestimme tur den Bereich T, eine Function u^, 
welche am Rande r = ß, gleich ist , der Differentialgleichung 
Ju^ = genügt, und an allen Querschnitten die vorgeschriebenen 
Periodicitätsmoduln besitzt. Eine solche Function existirt, lässt sich 
auch über den Rand von 7\ hinaus fortsetzen, aber von dieser Fort- 
setzung kann man keinen Gebrauch machen, weil dieselbe für r<R^ 
nicht eindeutig und stetig bleibt. 

Man bestimme hierauf für das Innere von T, eine Function «,, 
welche längs r = R^ mit w, übereinstimmt und für die ^m, = ist. 
Hierauf bestimme man für das Innere von T^ eine neue Function ii„ 
für welche ^Wg = ist, welche längs r = R^ mit w, übereinstimmt, 
und welche im Inneren von T^ an allen Querschnitten die vorgeschrie- 
benen Periodicitätsmoduln besitzt. 

Auf diese Weise fahre man fort. 

Genau dasselbe Verfahren, welches auf S. 792*) dazu angewendet 
worden ist, der Function u eine algebraische Unstetigkeit aufzuzwingen, 
wird hier dazu benutzt, zu bewirken, dass die Grenzfanction, der die 
Functionen Wp Uj, • • • mit wachsendem Index unendlich nahe kommen, 
in dem ganzen Inneren des Bereiches T, sich eindeutig analytisch 
fortsetzen lässt. 

Von wesentlichem Einflüsse auf die Beweisführung ist hierbei ein 
Hülfssatz, den ich im 74ten Bande des Journals für Mathematik auf 
Seite 232 erwähnt habe. (Mitunter ist es nützlich u. s. w.)**) 

Dieser höchst einfache HüKssatz leistet in vielen Fällen sehr 
gute Dienste, besonders für den Fall geschlossener Bereiche. 

Hiermit glaube ich hinreichend angedeutet zu haben, wie ich mir 
etwa den Nachweis der Existenz der überall endlich bleibenden Inte- 
gralfanctionen zurechtgelegt habe , auf den ich natürlich grosses Ge- 
wicht legen musste, wenn anders die von mir angewendete Schluss- 
weise überhaupt geeignet sein soUte, die Sätze zu beweisen, welche 
Riemann gefunden und ausgesprochen, aber eben nicht bewiesen hat. 

(1. Februar 1882.) 



*) Siehe S. 168 ff. dieses Bandes. 
**) Siehe S. 189 und 190 dieses Bandes. 



Demonstration 616mentaire d'une propriete fon 
damentale des fonctions interpolaires. 



Atti della R. Acc«demia delle Scienze di Torino, vol. XVII, p. 740— 742. Seanec da 11 Jain 1882. 

1** D^signons par t iine variable indöpendante ([ui puisse prendre 
toutes les valeurs reelles coniprises entre deiix limites donn(5es, par 
F{t) une fonction de cette variable et par F\t), F"(t), • • • • F"'-''(t) 
868 d^riv^es des n— 1 premiers ordre«. 

Sapposons que la fonction l^(^) ne prenne que des valeurs reelles 
et que chaeune des fonctions F{t), F' (t), F"{t\ -- ^ F""''\t) soit 
une fonction continuc ne prenant qu'une seule valenr pour chaque 
valeur de son argument. 

Snpposons enfin (jue la fonction F(t) s'annule pour les n valeurs 
diff^rentes ^^ [A = 1, 2, • • • n] de son argument. 

Des equations 

F{t,) = 0, F(t,) = 0, ... FiO = (» 

on conclut, d'apres un tlu''oreme connu, (|ue, choisissant oonvenable- 
ment les »»— 1 valeurs t'x 

[A = 1,2, ....(n-l); h<ti<t,^,], 

on anra les Equations 

F'it[) = 0, F'(t[) = 0, ... J?"(C.) = 0. 

£n continnant ainsi le raisonnement on parviendra aiix equations 
analogues 

F"(Q = 0, F''{r,) = 0, ... F"it"^) = 0, 

F"'(t[") = 0, • . • F"'(C.) = 0, 

20* 
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Toutes les valeurs tx^^ sont interm^diaires entre (^ et t^. 

2^ D^signons par f{t) une fonction de la variable t qui i 
soumise aux m§mes conditions que la fonction F(t) sauf la condil 
de s'annuler pour les valeurs ^i, ^, • • • ^,. Soit f(t) la fonction 
neratrice des fonctions interpolaires f{t^j ^,), f(t^j f,, ^), •••/'(^» ^r* 
(Voir les Atti della R. Accademia delh Seiende di Torino^ vol. X 
pag. 716, et vol. XVI, pag. 270-272). 

Soit g{t) la fonction entifere du (n— 1)^^°« degr6 donn^e par 
forraule d'interpolation dite de Newton 

9(t) =fit,)+f(t,,t,){t-t,)+f(t,,t,,t,)it--t,){t-'t,) + ... 

on aura pour A = 1, 2, • • • n 

f(h) = gih). 

En d^signant la valeur constante de la d^rivee du (n— 1)**"* ordre 
la fonction g{t) par flr^*""(Oj on aura 

(7<-"(0 = 1.2.3...(n-l)/'(^„^.,.-.^J. 

La fonction F{t) difinie par T^quation 

r^pond pr6cis(Sment aux conditions ^nonc^es dans le n^ 1. Donc, pos 

t == ^1*"'^ = w, oi\ u d^signe une valeur interm^diaire entre t^ et 

on aura 

F'^'-'^it) = f''^''{t)-g''^'\t), F^-*^(m) = 0, 
ou 

C. Q. F. D. 



Sur une d6finition erron6e 
de l'aire d'une surface courbe. 



CoBuniuücftUon fait« k M. Charles Hermite. — Conri do M. Heruite , profesM pendant 
le 2e MBiMtre 1881—82, fecond tirage, Paris 188S, p. 86-36. 

Apres avoir donn^ la döiinition suivante : 

^Soit une portion de surface courbe ferminee par un cofitour C; nous 
Moinmerans aire de cetfe surface la limite S vers laquelle tend Vaire 
.d'ufie surface polyidrale inscrite fonnee de faces triangulaires et tennime 
^par un contour polygonal F ayant pour limite le contour C^.*) 

M. J. A. Serret continne ainsi: ^11 faut demontrer que la limite 
S existe et qu'dle est independante de la loi suirant laquelle decroissent 
les faces de la surface polyedrale inscrite"*. 

Si Ton voulait examiner la d^monstratiou de cet euoncä essay^e 
par rillustre savant, on trouverait qu*elle donne lieu ä des objections 
s^rieuses, mais il n'est pas n^cessaire de faire cet examen. On pourra 
demontrer, an contraire, que, si la surface donn^e est une surface 
courbe et si le polyfedre inscrit n'est pas assujetti ä certaines condi- 
tions additiounelles et restrictives (par exemple , que chaque face du 
polyidre fasse un angle infiniment petit avec le plan tangent de la 
surface en un point infiniment voisin de cette face) Vaire de la surface 
du pdyidre ifiscrit peut surpasser une quantite donnee. 

II 8ufl5ra, pour demontrer cette proposition, d'appeler l'attention 
des göom&tres sui* un seul exemple d'un tel poly^dre inscrit satisfai- 
sant k toutes les conditions comprises dans V^noncä de M. Serret, 
et dont l'aire peut surpasser une grandeur donnöe. 

D^signons par x, y, e les coordonn^es rectangulaires d'un point, 
par u, V deux variables indäpendantes , par r, h deux constantes , et 
par m, n, a des nombres entiers positifs. 



*) J. A. tserret, Cours de calcul diff^rentiel et integral, tome second, page 296 
de 1» prenüäre Edition» page 298 de la deuxi^me Edition. 




\\\{) Snr nm fli'fltiitioii erreiche de Taire d'uue surface courbe. 

liOM (MpiaiioiiH 

vopn^HontoiH \\\\ cyliiidn« droit, dont la surface courbe a Faire 2r%h. 
W 00 ovliiulro OH \w\\\ iiiHcriro uii poly^dre k 4wn faces triangolaires 
%\\\\ siilisfiul nux romlitioiis siiivantes: 

r\ TouH loH Hommots de ce polyedre sout donnes par les 

)iun , vh 



{m '.- 0» l, 'J. ... iw — l , r = 0, 1, 2, ... n); 



V 



ä^ + n^ n 12V+1*Ä 



IN ZN 

{M iVU^J, ,..»» 1, r = 0, 1, i ... «— 1). 

^ Towtos los fi^oos triHugulairos sout isoc^les et congmes entreelles, 
o'. l.i>s Kisos \lo tous lOs triauglos isoceles sont situees dans 
li^> )MATis c . y \ : =z r\ 

l^Ä ^v^sv Ol 1ä h,-^utour d'ur.o tavo TriAng:tilÄii>t' öht les longueurs: 



r-^ s;r. V \ ♦•* 1 — ^x^i — I • — i ^— J. 



Vk .-v ••, \>vii 1..: .'■; .\0!, :;;: 









Sur uue d^finitiou erronee de l'aire d'une surface courbe. 
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De ce qui prt^cede oii concliu'a que la d^finition de Taire d*une 
surface courbe donn^e par M. Serret doit etre modifi^e par Taddition 
d'une condition restrictive concemant la construction du polyedre 
inscrit en quedtion. 



Fig. 28. 




La figure 23 reprösente un des polyfedres inscrits doiit il vient 
d'etre question. 



Bestimmung der scheinbaren Grösse eines 
EUipsoids für einen beliebigen Punkt des 

Raumes. 



NachrichUn von der Könif liehen Geeelleeheft der Wiaaentcheften nid der Oeorg-Anfsäe- 
UniveniMt zu Göttingen, Jahrgang 1888, Seite 89-50. 

Die Bestimmung der scheinbaren Grösse eines Ellipsoids für einen 
beliebigen, ausserhalb desselben liegenden Punkt des Raumes bietet 
ein recjit geeignetes Beispiel der Anwendung der elliptischen Func- 
tionen auf eine geometrische Aufgabe. Bei der folgenden Behcmdlung 
dieser Aufgabe mache ich , mit Absicht nur eine kleine Zahl von 
Sätzen der analytischen Geometrie als bekannt voraussetzend, von 
der Bezeichnungsweise Gebrauch, deren sich Herr Weierstrass in 
seinen Vorlesungen über elliptische Functionen seit einer Reihe von 
Jahren bedient. 

/r* t/'* Z^ 

Es sei — 5^ + yj + ^ — 1 = die auf ein rechtwinkliges Coordi- 

natensystem bezogene Gleichung eines EUipsoids. Gesucht ist die 
scheinbare Grösse dieses Ellipsoids für den ausserhalb desselben lie- 
genden Punkt Po mit den Coordinaten a:^, y^» ^o« 
Setzt man 

und legt in diesen Ausdrücken dem Parameter t denselben Werth 
bei, so ist F[^x, y, jt ; ^) = die Gleichung einer zu dem gegebenen EUip- 
soide confocalen Fläche zweiten Grades und /*(a?, y, ^e^ ; = die 
Gleichung des vom Punkte P^ aus an diese Fläche gelegten einhül- 
lenden Kegels. 
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Die elliptiflohen Coordinaten des Punktes P^, die Wurzeln der 
cubischen Oleichung F{x^t y^, e^; t) = 0, mögen mit /„ /„ f^ bezeichnet 
werden, wobei die folgenden Bestimmungen getroffen werden mögen: 

a' > 6' > c", t,>0, -c* > /!, > -6^ -. 6« -> ^^ -. - a\ 
Es ist 

Durch Multiplicatiou mit {^t + a^){t + h*)(t + c^) geht fix^y^ £i :t) 
über in eine ganze Function zweiten Grades der Grösse t 

{t+a'){t+V){t + c')f(x,y,Z',t)=g{x,y,z:t) = g{t) = G, + G,t + G,t\ 

und zwar hat der Coefflcient von f den Werth 

G, = {x'-xj + (y-yj + {^-^.Y. 

Wenn dein Parameter t einer der drei Werthe /j, /,, t^ beigelegt 
wird, so geht der Kegel f(x,y^z\ ^) = in eine Doppelebene über. 
Die drei durch diese Betrachtung sich ergebenden Ebenen sind die 
Tangentialebenen an die durch den Punkt P^ hindurchgehenden und 
mit dem gegebenen Ellipsoide confocalen Flächen zweiten Grades, und 
zwar stehen je zwei dieser drei Ebenen auf einander senkrecht , wie 
aus der geometrischen Interpretation der Gleichung 

[F{x,, y,, z,] t,) - F(x,, y^, ^,; Q] = U 



(l,f4 = 1,2,8; k^fi) 

sich ergibt. 

Setzt man nun für i = i, 2, 3 

so ergibt sich aus der Lagrang eschen Interpolationsformel die 
identische Gleichung 

Durch diese Formel ist die Gleichung des Kegels g{t) = auf die 
Hauptaxen desselben bezogen, denn die Grössen sr(/;i) sind die 
Quadrate von drei lineRren Functionen der Coordinaten, und die drei 
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durch die Gleichungen g{ti) = dargestellten Ebenen stehen zu je 
zweien auf einander senkrecht. 

Vergleicht man beiderseits die Coefficienten von t*, so erhält man 
die Identität 

Hieraus folgt , indem man vorübergehend die Coordinaten a;, y, s den 
Bedingungen </(/„) = 0, g{t^) = 0, (A, ft, v) = (1, 2, 3) unterwirft, 

dass der Werth des Ausdruckes -- — j-tjt — t\ mit dem Quadrate 

des Abstandes des Punktes mit den Coordinaten x, y, a von der 
Ebene g{ti) = genau übereinstimmt. 
Werden beide Seiten der Gleichung 






) 



in Bezug auf t differentiirt, und wird nach ausgeführter Differentiation 
t = tx gesetzt, so ergibt sich die Gleichung 



und aus derselben folgt ein anderer Beweis für die Richtigkeit der 
ausgesprochenen Behauptung. 

Bezeichnet man die senkrechten Abstände des Punktes mit den 
Coordinaten x^y^z von den drei Ebenen gr(^,) = 0, gf(^,) = 0. y(^,) = 
beziehlich mit g, ?/, g. so erhält man die Identität 



Es haben demnach die vom Punkte P„ aus an die confocalen Flächen 
F{Xfy,z]t) =^ gelegten einhüllenden Kegelflächen ebenfalls die 
Eigenschaft, confocal zu sein. 
Aus der Gleichung 

ergibt sich femer 

(<+a')(<+6')(<+c»)j-g^+^-|r+-^^^-ljV(<-O(<-<.)(<-OJ^(^,y.';0- 
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Hieraus folgt identisch 

Setzt man nun 

d. h. betrachtet man die Schnittlinien jener Kegelflächen mit der 
Ebene i^ = , und lässt man dann t in den Wertli t^ übergehen , so 
ergibt sich, wenn man beiderseits nach Potenzen von t — t^ entwickelt 
und die constanten Glieder vergleicht , dass unter der Bedingung 
1^ = die Gleichung besteht 



Die den betrachteten einhüllenden Kegeln gemeinschaftlichen Focal- 
strahlen, bestimmt durch die Gleichungen 

sind mithin die Sclmittlinien des einschaligen Hyperboloids 
mit seiner Tangentialebene im Punkte P^) 

(Vergl. ein Schreiben Jacobi's an Steiner, Journal tür reine 
und angewandte Mathematik, Band 12, Seite 137.) 

Der vom Punkte P« an das Ellipsoid F(a:, y, jer; 0) = gelegte 
einhüllende Kegel hat also auf seine Hauptaxen bezogen die Gleichung 

wo t^>Q>t^>t^ ist. 

Diese Kegelfläche werde nun durch eine concentrische Kugelfläche 

l' + rf + i' = 1 

geschnitten. Die Schnittlinie besteht aus zwei getrennten , auf ver- 
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schiedenen Seiten der Ebene | = liegenden und in Bezug auf diese 
Ebene zu einander symmetrischen Theilen , von denen jeder eine ge- 
schlossene, in sich zurückkehrende krumme Linie ist. 

Der Flächeninhalt des von einer dieser Linien begrenzten , ganz 
auf einer Seite der Ebene g = liegenden Stückes der Eugelfläche 
ist alsdann das Mass für die scheinbare Grösse , unter welcher das 
gegebene Ellipsoid einem im Punkte P^ befindlichen Auge erscheint. 

Zur Berechnung dieses Inhalts kann man von dem Satze Grebrauch 
machen, dass die Summe aus der Masszahl des Flächeninhalts eines 
von einer sphärischen Curve begrenzten Theiles einer Kugelfläche 
mit dem Radius 1 und aus der Masszahl des Umfanges ihrer Polar- 
tigur auf derselben Kugelfläche stets der Zahl 2ä gleich ist. 

Die Polarcui've zu dem betrachteten sphärischen Kegelschnitt 
ist wieder ein sphärischer Kegelschnitt , nämlich die Schnittlinie der 
Kugelfläche 

^' + if + t' = 1 

mit der Kegeltiäche 



._i -r .-1 t- ,_i — ^^. 

^1 *^9 '3 



Bestimmt man einen beliebigen Punkt dieser Curve durch die 
zwischen — Z^' uud — Z^' liegende 'Wurzel der Gleichung 

£"' >/ V 



so erhält man füi' da.s Quadrat der Länge des Linienelementes dl der 
betrachteten Curve (vergl. Hesse, Vorlesimgen über die analytische 
Geometrie des Raumes, dritte Auflage, Seite 320) die Gleichung 

mithin, wenn man A = — T* setzt, 



dl = 



In dieser Formel ist beiden Quadi'atwurzeln ihr positiver Werth 
beizulegen. 

Fasst man alle Punkte der in Betracht gezogenen Curve ins 
Auge, für welche gleichzeitig | > 0, ij ^ 0, g > 0, so erhält man den 
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vierten Theil einer der beiden durch die angegebenen Gleichungen 
dargestellten, geschlossenen Linien, und zwar hat man, um alle Punkte 
dieses Stuckes zu erhalten, der Variablen t alle Werthe von t^ bis f, 
beizulegen. 

Die gesuchte scheinbare Grösse des Ellipsoids für den Punkt P^ 
wird also gegeben durch den Ausdruck 



Zur Berechnung dieses elliptischen Integrals setze man: 

und bestimme die drei Grossen e^, ^,, t», so, dass ihre Summe gleich 
ist; man erhält dann: 

Indem man nun mit p{u) = ff}{u\(Oj g)') die elliptische Function be- 
zeichnet, welche zu den auf die angegebene Weise bestimmten Grössen 
^11 ^t» ^» gehört, wobei die durch diese Grossen bestimmten Invarian- 
ten der Function {^jh durch die Grössen a*, 6*, c*, a;J, t/J, e] rational aus- 
drückbar sind, setze man 

Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Gr()ssen co und — :- reeUe und 

zwar positive "Werthe haben. 

Setzt man femer, mit tv eine in der Folge noch genauer zu be- 
stimmende Grösse bezeichnend, 

— 3 - = i^^'i 

so ist pt€ reell und liegt zwischen e^ und e,. 

Da nun die Function pi, wenn u auf dem directen Wege von o 
bis a + a' fortschreitet, jeden zwischen e, und c^ liegenden Werth 
einmal annimmt, so kann man fiii* w den auf dieser Strecke liegen- 
den Werth wählen, für welchen pw den vorgeschriebenen Werth an- 
nimmt. Unter dieser Voraussetzung hat j;/«? einen positiv imagi- 
nären Werth. 

Da dem Werthe s = ^w der Werth < = (j entspricht, so erhält 
man 
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wo der Quadratwurzel sjij^t^ ihr positiver Werth beizulegen ist. 

Lässt man u auf directem Wege von bis cj fortschreiten, so 
nimmt 8 = p(«i + co') stetig wachsend alle Werthe von e^ bis e,, 
also t alle Werthe von t^ bis t^ an und es ist 

dt _ ^ ds^ 

Man hat daher den Ausdruck 






zu berechnen , wobei die Integration auf directem Wege auszufüh- 
ren ist. 

Man hat 



77 TT IrTiT. ~\ r' T '\ Z\^ 



6'tc 
mithin ist 



folglich 

/« p(w)du _, 6^(w—u) ^^ 6'w 



'0 

und 





Die ganze Zahl n ist durch die Bedingung bestimmt, dass für 
w = ö, ^.;'i(; = der Werth des bestimmten Integrals sich auf 
reduciren muss; die ganze Zahl n hat also den Werth 0. 

Setzt man noch w = cj + wa, wobei also die Grösse w^ der Be- 

dingung <: m;, <: -;- genügt , so ist 

und man erhält für die gesachte scheinbare Grösse des Ellipsoids 
schliesslich den Ausdruck 



/ 
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. 6;(m;.i) 



„ / . 6,(w,i) \ 



Bezeichnen nach der getroffenen Festsetzung t^, /,, t^ die ellipti- 
schen Coordinaten des Punktes P„, so bat man zu setzen: 



^,„,0-,, = -'l.:-^--i.'. 



1 

3 



Aus diesen Gleichungen ist die Grösse w^ der Bedingung 

< «' <: — - 

i 

gemäss auf bekannte Weise zu bestimmen. 

Macht man Gebrauch von den Bezeichnungen: 






SO erhält man für die gesuchte scheinbare Grösse des EUipsoids fol- 
gende beiden Ausdrücke: 

und 

9^19 9 '^^ ^^'i ^^^^ 2/Ä — 47<J sin 4t'Ä + 6/j' sin ßcn \ 

\ "" cj' i — 2A,cos2t;;r + 2AJcos4t'Ä— 2A5cos6t'ÄH / 



Zur conformen Abbildung der Fläche eines 
Rechtecks auf die Fläche einer Halbkugel. 



Nacbriditen Ton der Königliclicn Gesellsdutft der Wissenschaften nnd der Ctoorg-Aofosts- 
UniTersit&t zn Oöttingen, Jahrgang 1888, Seite 51— M. 

Unter der Voraussetzung, dass der Grosse m^ ein positiver Werth, 
der Grösse Og ein positiv imaginärer Werth beigelegt wird, betrachte 
man die elliptische Function 

für deren Argument u + vi das Grössenpaar (2a}j, 2013) ein primitives 
Periodenpaar ist. 

Bei der geometrischen Darstellung der complexen Grosse u + vi 
entspricht, wenn die Veränderlichkeit der Variablen u und v auf 
reelle Werthe beschränkt wird, der Gesammtheit aller Werthepaare 
w, V, welche den Bedingungen 

i 

genügen, die Fläche eines Rechtecks mit den Ecken 

Längs der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt die Function p(u+vi) 
ausschliesslich reelle Werthe an; insbesondere entsprechen den vier 
Ecken desselben die Werthe 

wo Cj, e^, e^ drei die IJngleichheitsbedingung 

erfüllende reelle Grössen bezeichnen, deren Summe gleich ist. 
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Bei der geometrischen Darstellung der eomplexen Grösse p{u+vi) 
entspricht dem betrachteten Rechteck die Fläche einer Halbebene, 
auf welche die Fläche des Rechtecks in der Art zusammenhängend 
und in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird, dass die Punkte 
beider Flächen einander in gegenseitig eindeutiger Weise entsprechen. 

Geht man durch Transformation mittelst reciproker Radien von 
der Fläche dieser Halbebene zu der Fläche einer Halbkugel über, 
so erhält man die allgemeinste conforme Abbildung der Fläche eines 
Rechtecks auf die Fläche einer Halbkugel. 

Damit bei dem Uebergange von der Halbebenc zur Halbkugel 
den vier singulären Werthen oo, e,, e,, e, zwei Paare gegenüber- 
liegender Punkte auf der Begrenzung der Halbkugel entsprechen, 
muss der Transformationsmittelpunkt auf der im Punkte c, zur Fläche 
der Halbebene senkrechten Geraden und zwar im Abstände 



von dieser Halbebene gewählt werden. Es entsprechen dann den 
beiden Mittellinien des Rechtecks 






s 



auf der Halbkugel zwei Halbkreise, in Bezug auf deren Ebenen die 
vier singulären Punkte der Begrenzung symmetrische Lage haben. 

Die TJmkehrung der hiermit gelösten speciellen Abbildungsauf- 
gabe erweist sich als ein specieller Fall, beziehungsweise als ein 
Ghrenzfall einer von Herrn E. Schering in seiner Preisschrift: 
Ueber die conforme Abbildung des Ellipsoids auf der Ebene, Göttin- 
gen 1858, gelösten Aufgabe. Jede der beiden Hälften, in welche die 
Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoids durch den die vier Nabel- 
punkte desselben enthaltenden Hauptschnitt zerfallt, wird durch die 
in dieser Preisschrift entwickelten Formeln zusammenhängend und in 
den kleinsten Theilen ähnlich auf die Fläche eines Rechtecks ab- 
gebildet, und zwar in der Art, dass jeder Krümmungslinie des El- 
lipsoids eine Parallele zu einer der Seiten dieses Rechtecks, jedem 
Nabelpunkte eine Ecke desselben entspricht. 

Der Gedanke, welcher der Lösung dieser Aufgabe zu Grunde 
lieg^, beruht auf der von Jacobi gegebenen Andeutung, dass man 
durch Einführung der elliptischen Coordinaten als unabhängiger Va- 
riablen in denjenigen Differentialgleichungen, von deren Lösung die 

Schwan, Gwammelte Abhandlungen. H. 21 
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confonne Abbildung der Oberfläche des Ellipsoids auf eine Ebene ab- 
hängt, die Variablen getrennt erhält. 

Da nun diese Bemerkung auch für den Grenzfall noch unverän- 
derte G-eltung behält, in welchem an die Stelle des Ellipsoids eine 
Kugel, an die Stelle der beiden Schaaren von zu dem EUipsoide con- 
focalen Hyperboloiden zwei Schaaren confocaler, mit der Kugel con- 
centrischer Kegel zweiten Grades treten , so kann man die Aufgabe 
der conformen Abbildung der Fläche einer Halbkugel auf die Fläche 
eines Rechtecks, sowie die TJmkehrung dieser Aufgabe unter Anwen- 
dung eines bekannten Grenzüberganges auch mit Hülfe der in der 
erwähnten Preisschrift entwickelten Formeln lösen. 

Bei einigen Anwendungen der elliptischen Functionen auf geo- 
metrische Aufgaben gewährt es eine nicht unbeträchtliche Erleich- 
terung, auf ein bestimmtes System von Formeln Bezug nehmen zu 
können, durch welches die erwähnte gegenseitig eindeutige, punkt- 
weise Beziehung zwischen der Fläche eines Rechtecks und der Fläche 
einer Halbkugel in einfacher "Weise unmittelbar zum analytischen 
Ausdruck gelangt. 

Aus diesem Grunde stelle ich im Nachfolgenden einige auf die 
besprochene Aufgabe sieh beziehende Formeln zusammen. Ich mache 
hierbei von derjenigen Bezeichnungs weise der elliptischen Functionen 
Gebrauch , deren sich Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen 
bedient. 

Tn der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grösse 
p{u + vi) geometrisch darstellen, und welche aus diesem Grunde die 
Ebene p(ti + vi) genannt werden kann, werde der dem Werthe e, 
entsprechende Punkt zum Nullpunkte eines rechtwinkligen Coordina- 
tensystems (X', Y\ Z' ) gewählt, während die Strecken +1 und -fi 
die positiven Richtungen der X'- und F'-Axe bezeichnen. Wählt 
man sodann den Punkt X'= 0, y= 0. Z' = +R zum Mittelpunkt 
der Transformation durch reciproke Radien, so entspricht der Ebene 
Z'= unter der Voraussetzung, dass die Potenz der Transforma- 
tion den Werth 2i?* hat. die Kugelfläche 

X"-t-F»-hZ'"= -R*. 
Setzt man hierauf 

oder 
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R 5'(u+vi) ' ' ~ R 6*(i4-t'i) ' 

so erhält man für die rechtwinkligen Coordinaten X', Y\ Z' desje- 
nigen Punktes, welcher bei der stereographischen Projection der Ebene 
Z'= auf die Kugelfläche der complexen Grösse ^(M+t»t) entspricht, 
die Gleichungen 

~ 88^ + l ' ~ i SS^ + 1 ' " "~ SS^T * 

Das Coordinatensystem ist so gewählt, dass den Werthen s = 1. 1, oo 
beziehlich die Schnittpunkte der Kugelfläche mit der positiven X'- 
Y'-, Z'-Axe entsprechen. 

Bezeichnet £ den zwischen und ^yt liegenden Bogen, fiir welchen 



cos £ 






ist, so haben die den "Werthen 

i^ = 00, p^, c,, ^3 

entsprechenden Punkte der Kugel beziehlich die Coordinaten 



X' 

r 



0, iZsin2£, 0, — JRsin2£, 
0, 0, 0, 0, 

ü, Äcos2£, — iJ, — iJcos2«. 



Ftihrt man nun mittelst der Gleichungen 

X = cosfiX'-sinfiZ', y = F, Z = sin « X'+ cos £ Z' 

eine Transformation des Coordinatensystems aus, so sind die neuen 
Coordinaten der den singulären Werthen der Function pu entspre- 
chenden Punkte durch die Gleichungen 

X=±i?sin£, r=0, Z=±Rqo8£ 

bestimmt. Für das neue Coordinatensystem haben also die beiden in 
der Ebene y = liegenden Durchmesser der Kugel , deren End- 
punkte den singulären Werthen der Function pu entsprechen, sym- 
metrische Lage zur X-Axe und zur Z-Axe. Mit der Z-Axe schliesst 
jeder von diesen beiden Durchmessern den WinkeF s ein. 

Setzt man in den Gleichungen, welche sich für die Grössen X, Y, Z 
ergeben, 

21* 
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JL = £i —5 , 



^ j. sin g (^ + 5 J + CO8 s {s8^ — 1) 

für s und 5, ihre Ausdrücke durch die S-Functionen , so erhält man 
durch Anwendung der zwischen den Quadraten der verschiedenen 
G-Functionen bestehenden Gleichungen und mit Hülfe der Additions- 
theoreme der 6-Functionen die folgenden Grleichungen 

A - ^c. e,;cose 5^(2«) 6,(2pi) ' 
Y -i(e -c )(e -e ^_?ÄS(2ri)_ 



5,(2M)6,(2ri)* 

Für das Quadrat der Länge des Linienelementes dL der Kugel- 
fläche erhält man den Ausdruck 

Setzt man zur Abkürzung 

Cj— 63 6;«; ^ ' 

so ergibt sich 

e,— e, 5> . ^ ' c,— e, 6Jw '' ' e,-c, 

Bezeichnet man nun die Ausdrücke A(2u), A(2vt) beziehlich mit 
A,, A„ so bestehen die Grleichungen 

X'= (c.-c,)(c,-c.)(A.+l)(A.+l), 
r»= _(e._c,)'(A.+r)(A.+Ä"), 
^= (c.-e,)(c,-e.)A.A„ 

aus welchen sich die folgenden ergeben 

(L) X' + r» +Z'=(e.-e,)(c.-c.); 



(n.) 
(m.) 



y Z'_ e -e. ^(2«) it,.>A>-l 



A,+l ■ A.+fc" ■ A, "' "' e,-c, 5J(2m) 



' . 5^' .^'_0 r- c.-e. 51(2«») O^A^_r 
T+ 1 lT.'i + ^- = "' '1«=--:: ^-fiiTSTTT' U>A,>— *■• 



A,+l A.+i" ' A. ^' ' e.-c. S|(2t;t) 
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Den Curven der Ebene j^(M + ri), für welche der reelle Bestand- 
theil des Argumentes der Function einen constanten Werth hat, ent- 
spricht daher bei der betrachteten stereographischen Projection die- 
ser Ebene auf die Kugelfläche (I.) die Schaar der sphärischen Cur- 
ven, in welchen diese Kugel von der Schaar der confocalen Kegel 
zweiten Grades (II.) geschnitten wird. 

Denjenigen Curven hingegen, für welche der imaginäre Bestand- 
theil des Argumentes der Function einen constanten Werth hat, ent- 
spricht die Schaar der sphärischen Curven, in welchen die Kugel- 
fläche (I.) von der Schaar der confocalen Kegel zweiten Grades (III.) 
geschnitten wird. 

Beide Curvenschaaren sind zwei Schaaren confocalcr sphärischer 
Kegelschnitte, deren Brennpunkte durch die Gleichungen 

X=±iJsin£, r = 0, Z=±Roos€ 

bestimmt sind. 

Aus der Gleichung 

A(2u) = A(2a},-2w) =t= X{2(g)^-u)) 

folgt, dass die dem Werthe w = w^ und die dem Werthe w = cOj— u^ 
entsprechende sphärische Curve auf demselben Kegel zweiten Grades 
liegen. Dieselbe Folgerung bezieht sich auf die den Werthen v = v^ 

und t; = -7^ — 2^0 entsprechenden sphärischen Curven. Den Werthen 

u =r ^(D^ und V = -^ entsprechen die in den Ebenen X = und 

Z = liegenden grössten Kreise der Kugel. 

Der Fläche des zuerst betrachteten Rechtecks 



entspricht die auf der negativen Seite der Ebene F = liegende 
Halbkugelfläche, und zwar ist die Abbildung der Vorderseite der 
ersteren auf die Innenseite der letzteren eine in den kleinsten Thei- 
len gleichstimmig ähnliche. Durch die obigen Formeln wird mithin 
zugleich die Rückseite der erwähnten Rechtecksttäche auf die Aussen- 
seite der erwähnten Halbkugel in den kleinsten Theilen gleichstim- 
mig ähnlich abgebildet. 

Analogerweise wird die Rückseite der Rechtecksfläche 
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auf die Ausseuseite der auf der positiven Seite der Ebene y = 
liegenden Halbkugel in den kleinsten Theilen gleichstimmig ähnlich 
abgebildet. 

Denkt man sich diese zweite Rechtecksfläche durch Umfaltung 
um die Strecke • • • o, mit der Vorderseite der vorher betrachteten 
Rechtecksfläche zur Deckung gebracht — was einer Vertauschung 
von V mit — r gleichkommt — und stellt man sich sodann vor, dass 
beide Rechtecksflächeu längs der ganzen Begrenzung eine Falte bil- 
dend zusammenhängen, so erhält man einen speciellen Fall der im 
70ten Bande des Journals fiii' reine und angewandte Mathematik auf 
Seite 124 von mir untersuchten Abbildung.*) 

*) Siehe S. 87 und S. 88 dieses Bandes. 



^^■J 



Beweis des Satzes, dass die Kugel kleinere 
Oberfläche besitzt, als jeder andere Körper 

gleichen Volumens. 



Nachriehien Ton 4er Königlichen GeselliichAft der Wissenscbaften und der Oeorg-Aogiutf-Uiu- 
rerrittt in Odttingen, Jahrgang 1884, Seite 1-13. 

Um den Satz zu beweisen , dass die Kugel kleinere Ober- 
fläche besitzt, al.s jeder andere Körper gleichen Volu- 
mens, hat man sich verschiedener Schlussweisen bedient, welche im 
Wesentlichen auf der Voraussetzung beruhen, dass es unter allen 
Körpern gleichen Volumens einen gibt, welcher ein 
Minimum der Oberfläche besitzt. So lange aber der in die- 
ser Voraussetzung enthaltene Lehrsatz nicht ebenfalls bewiesen 
ist, kann keine der erwähnten Schluss weisen als Beweis des ange- 
führten Satzes gelten. 

Bei dem Versuche, fiir diejenigen Kch'per, deren Oberfläche von 
einer endlichen Anzahl von ganz im Endlichen liegenden Stücken 
analytischer Flächen gebildet wird, den im Eingange angeführten 
Satz direct zu beweisen, bin ich auf ein Beweisverfahren geführt 
worden, welches dem Einwände mangelnder Strenge nicht ausgesetzt 
zu sein scheint. Dieser Beweis, dessen Darlegung den Gegenstand 
der vorliegenden Mittheilung bildet, beruht auf der wiederholten An- 
wendung eines Schluss Verfahrens, dessen sieh Herr W ei er st ras s in 
seinen Vorlesungen über Variationsrechnung bedient, und dessen 
Eenntniss ich einer gütigen mündlichen Mittheilung desselben verdanke. 

§ 1- 

Es bezeichne* 8 einen von einer Kugel verschiedenen Korper, 
dessen Oberfläche S3 von einer endlichen Anzahl von Stücken analy- 
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tischer Flächen gebildet wird. Diese Flächenstücke werden als von 
singulären Stellen frei vorausgesetzt. 

Die Punkte der Oberfläche 83 beziehe man auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystera, welches so gewählt sein möge, dass kein Theil 
von 83 der y£r-Ebene des Coordinatensystems parallel ist. Es sei x:^ 
der kleinste, x^ der grösste aller in Betracht kommenden Werthe der 
Coordinate x. 

In einem beliebigen Punkte P der Oberfläche 93, welcher nicht 
einer Kante derselben angehört, und dessen rechtwinklige Coordi- 
naten Xj y, js sein mögen, denke man sich die Normale der Fläche 
construirt und die positive Richtung derselben so fixirt, dass diese 
an der betrachteten Stelle in Bezug auf den Körper 8 die Richtung 
von Aussen nach Innen angibt. Der Winkel, den die positive Rich- 
tung dieser Normale mit der positiven Richtung der rc-Axe einschliesst, 
werde mit ^ bezeichnet. 

Durch den Punkt P denke man sich zu der y^-Ebene des Coor- 
dinatensystems eine Parallelebene ®ic gelegt. Diese hat mit der Ober- 
fläche S3 im AUgemeinen eine oder mehrere Curven E gemeinsam. 
Die Gesammtheit dieser Curven möge als eine Curve aufgefasst und 
mit 6x bezeichnet werden, während rfy, djs die Coordinaten eines vom 
Punkte P ausgehenden Elementes der Curve ©a- bezeichnen, welches 
die Länge ds besitzt. Man kann festsetzen, dass die Anfangspunkte 
für die Zählung der Bogenlänge s auf den Curven fS^ {x^ <c x <c x^) 
eine oder mehrere auf der Oberfläche 93 liegende analytische Linien 
bilden. 

Die Grrössen x und s mögen als die unabhängigen Variablen ge- 
wählt werden, als deren Functionen die Coordinaten x, y, js eines be- 
liebigen Punktes der Oberfläche 93 betrachtet werden sollen. 

In Folge der im Vorhergehenden angegebenen Voraussetzungen 
ist es stets möglich, durch eine endliche Anzalil von Ebenen, welche 
der y^-Ebene des Coordinatensystems parallel sind, die Oberfläche 93 
in eine endliche Anzahl von schalenförmigen, beziehungsweise ring- 
förmigen Flächenstücken so zu zerlegen, dass für jedes dieser Flä- 
chenstücke die Coordinaten y und js eines beliebigen Punktes eindeu- 
tige und im Allgemeinen stetige Functionen der beiden unabhängigen 
Variablen x und s sind. Besteht die Curve ©a; nicht aus einem Stücke, 
sondern aus mehreren getrennten Theilen, von denen jeder eine ge- 
schlossene Linie ist, so ist für diese Theile eine bestimmte Reihen- 
folge und für jeden derselben ein bestinmjter Anfangspunkt der Zäh- 
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long der Bogenlänge festzusetzen. Die Verfügung über die Variabi- 
lität der Grösse s möge so getroffen werden, dass, wenn U^(x), Oj(x), 
' ' ' U^{x) die Länge des ersten, zweiten, •••wten geschlossenen 
Tbeiles der Curve Gx bezeichnet, für den ersten Theil die Variable s 
alle Werthe von bis r/^C/'), für den zweiten alle Werthe von 
üi(x) bis U^{x) + U^(x) j ' ' ' ^ für den letzten alle Werthe von 

^i(^) + ^i(^)H + ^^n-i(^) ^is U{x) annimmt, wenn mit U(x) die 

Gesammtlänge aller Theile der Curve Sx bezeichnet wird. 
Es bestehen hiernach die Gleichungen 



dx 



= 0, ('*v+ m'= 1. 



ds ' V äs ) \ds J 

Man kann voraussetzen, dass die Festsetzung der Fortschreitungs- 
richtung längs jedes Theiles der Curve ßx, in welcher die Bogen- 
länge 8 wächst, so getroffen ist, dass die Grössen 

dx ds dx ÖS ^ ds ^ ds 

für jeden, nicht einer Kante der Fläche 58 angehörenden Punkt P 
die Coordinaten einer Strecke bedeuten, deren Richtung mit der po- 
sitiven Richtung der Normale der Fläche 93 im Punkte P zusam- 
menfällt. 

Unter dieser Voraussetzung stellt das längs der Curve 6j. zu 
erstreckende Integral 






die Grösse des Flächeninhalts derjenigen aus einem oder aus mehre- 
ren Flächenstücken bestehenden ebenen Fläclic dar, welche alle gleich- 
zeitig dem Inneren des Körpers 3t und der Ebene ©^ angehörenden 
Punkte und ausser diesen keine anderen enthält. 

Das Volumen V des Körpers 91 ergibt sich aus der Gleichung 



/ 



Q{x)dx = F. 



Die Grösse eines Elementes dS der Oberfläche 95 und die Grösse dT 
der orthogonalen Projection des Elementes dS auf die y-sf-Ebene des 
Coordinatensystems werden gegeben durch die Gleichungen 
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dS = ^1+A dxds = -s—rdxdSs 
' sm { ^ 

dT = cos|dS = Adxds = Qoigidxds. 

Aus der geometrischen Bedeutung der Grösse Q{x) und des längs 
der Curve ®, zu erstreckenden Integrals 

coigl^dxds = dx 1 cotg^ds =: dx 1 Ads 

ergibt sich die Gleichung 

U(jc) 



dQ{x) = q\x)dx = dx f Ads. 



Für den Flächeninhalt S der Oberliäche 8 und für das Volumen 
V des Körpers ?l ergeben sich hiernach die Ausdrücke 



'ü 



"=.rv'"H'i^-'i)*-r««^- 







jj 2. 
Es kann der Fall eintreten, dass für einen oder tili' einige Werthe 
der Grösse .r der Ausdruck 

r^X ds r^X ds 

einen von iler Grr»s!so > unabhängigen Werth ^ . besitzt. 

Unter dieser Voraussetzung ergibt sich für diese Werthe der 
Grösse .r 

.-r^r^ 

/ \l-f-4v/s = \r\x)'^Q'\x\ 

In jedem anderen Falle ist aber 

r^jr) 

/ \' 1 + A'ds -^ \ r^^x) + Q'\x\ 

V\\\ diest» Hohaui^tung zu bowoisen. setze man 
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JAds ^ t, f V/T+X'dÄ = f^dF+di' 
•^ ^ *^o 

und bestimme einen Winkel cd durch die Gleichung 

sds + tdt 

so ergibt sich 

d ( J V<i«M- ^^* - V'^'"' + ^' ) = ( l - cos w) \/d?+dt\ 

eine Formel, deren geoiiit»tric5tlie Interpretation sich von selbst dar- 
bietet und daher keine weitere Ausführung erfordert. 

Da nun 1— cosco nicht nrgativ i.st und nur dann in dem Inter- 
valle U <:: s <; ü(x) beständig gleich O ist. wenn die Grösse A 
von der Variablen s unabhängig ist, so ergibt sich, indem man auf 
beiden Seiten der vorstehenden Gleic^hung zwischen den Grenzen 
8 = und s = U{x) integrirt. 

rU(x) _ 

(La) / ^l+Ä'd^ ^ \J'iP{x) + Q'\x). 

Hierbei tritt der Fall der (Tleichheit nur dann ein, wenn für den 
betrachteten Werth der Coordinate x die Grösse A und mithin auch 
die Grösse g von der Grösse .v unabhängig ist. 
Hieraus folgt 

(I.b) ^ = 7 ^U\x) + Q"ix)dx. 

Der Fall der Gleicliheit tritt nur dann ein, wenn in dem 
ganzen Intervalle x^ <: x -c j\ die Grösse A = cotgg bloss eine 
Function der Coordinate ./ ist. 

1^ 3. 

Es kann der Fall eintreten, dass für einen oder für einige Werthe 
der Grösse x die Curve Q, von «»iner einzigen geschlossenen Linie, 
und zwar von einer Kreislinie mit dem Radius r gebildet wird. 
Unter dieser Voraussetzung ergibt sich für diese Werthe der Grösse x 

r'TC = Q(x), U'(x) = {2r7ty = 4:Q{x)7C, 



V ir{x) + Q'\x) = \JiQ {x) 7t ^q\x). 
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In jedem anderen Falle ist aber 

U'(x) > 4Q(x)7t, 

Um diese Behauptung zu beweisen, — mit anderen Worten, um 
darzuthun, dass die Kreisfläche kleineren Umfang besitzt, 
als jede andere ebene Figur gleichen Flächeninhalts, — 
kann man wie folgt verfahren. 

Um den Fall, in welchem die Curve S^c aus mehreren geschlos- 
senen Linien besteht, mit gleicher Einfachheit behandeln zu können, 
wie den Fall, in welchem die Schnittlinie Sx von einer einzigen ge- 
schlossenen Linie gebildet wird, kann man davon ausgehen, dass das 
längs einer gegebenen, in der Ebene S^ liegenden geschlossenen 
Curve in vorgeschriebenem Sinne zu erstreckende Integral 



/ 



seinen Werth nicht ändert, wenn dieser Curve ohne Veränderung 
ihrer Gestalt eine Translation ertheilt wird, durch welche dieselbe in 
ihrer Ebene verschoben wird. Da auch der Werth von (?« = ^dy*+djs' 
hierbei nicht geändert wird, so kann man jeder einzelnen der ge- 
schlossenen Linien, aus welchen die Schnittfigur S^ der Ebene @x mit 
der Oberfläche 93 besteht, in der Ebene S^« eine solche Translation 
ertheilen, dass derjenige Punkt dieser Linie, in welchem die Grösse s 
ihren kleinsten, beziehungsweise ihren grossten Werth besitzt, mit 
dem Punkte Ox der Ebene ßx zusammenfällt, in welchem dieselbe von 
der a;-Axe des Coordinatensystems geschnitten wird. 

Durch Verschiebung der einzelnen Theile der Curve ®x und An- 
einanderfiigung derselben zu einem Linienzuge, — in der Weise, dass 
längs dieses Linienzuges die Variable s stetig wachsend alle Werthe 
des Intervalles <: 5 <: U{x) 'annimmt — erhält man eine einzige 
geschlossene Linie, welche mit ßj. bezeichnet werden möge. Die 
Länge dieser Linie ist U{x), 

Bezeichnet man die zweite und dritte Coordinate eines beliebigen 
Punktes P der Curve Cx, und zwar desjenigen, welcher dem Weiiihe 
s entspricht, wieder mit ij und ^, so sind diese Grössen in dem Inter- 
valle 0<:s<: U{x) eindeutige und stetige Functionen der Variablen 
.<?, welche an der unteren und an der oberen Grenze dieses Intervalles 
einzeln den Werth haben. 

Das längs der Linie 6« zu erstreckende Integral 
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'0 






hat den Werth Q(x), 

Man führe nun die Bezeichnungen ein 

und denke sich in der Ebene @x über der geraden Strecke O^P als 
Sehne einen Kreisabschnitt construirt, welcher so beschaffen ist, 
dass das längs des Bogen s dieses Kreisabschnittes in der Richtung 
vom Punkte 0^ nach dem Punkte P erstreckte Integral 

J i {ydz—edy) 

den Werth 5 hat. 
Bezeichnet 

r den, jenachdem 5 einen positiven oder negativen Werth hat, 
positiv oder negativ in Rechnung zu bringenden Werth des Ra- 
dius der Kreisfläche, von welcher der erwähnte Elreisabschnitt 
ein Theil ist, 

fp die positiv oder negativ in Rechnung zu bringende Bogenzahl 
des halben Centriwinkels dieses Kreisabschnittes, 

S die Länge des Bogens dieses Kreisabschnittes, 
so bestehen die Gleichungen 

5 = r'(9— sin9>cos9>), (> = 2rsin9>, i8 = 2rq>. 

Zur Vereinfachung der Untersuchung kann man ohne Nachtheil 
ffir die Allgemeinheit des Ergebnisses derselben von der Voraus- 
setzung ausgehen, dass die beiden Grössen q und % für keinen in- 
nerhalb des Intervalles 0<:s<: U{x) liegenden Werth der Varia- 
blen s zugleich den Werth annehmen. Wenn nämlich der Fall 
eintritt, dass die beiden Grössen q und % für den dem Intervalle 
< « <: U{x) angehörenden Werth s^ , aber für keinen dem Intervalle 
8^<8<TJ(x) angehörenden Werth der Variablen s zugleich den 
Werth annehmen, so kann die im Folgenden anzustellende, auf das 
Intervall <: s <: U{x) sich beziehende Untersuchung auf das Intervall 
8f^<8< ü(x) beschränkt werden. Es gilt dann der Schluss 

U(x) > Sl^Q(x)7t 
a fortiori. 
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Zur Bestimmung des nicht ausserhalb des Intervalles — Ä<9><3r 
liegenden Werthes der Grösse (p ergibt sich die transcendente Glei- 
chung 

_ y-sinycosy _ ^ 

^^''^ "" 2sin> ~ q' • 

Da die Ableitung 

r(^) = tgy—y 
tg9>sin*9> 

für keinen dem angegebenen Intervalle angehörenden Werth der 
Grösse q) negativ oder gleich wird, während die Function f(q)) in 
diesem Intervalle alle Werthe von — c» bis +00 annimmt, so hat die 
Gleichung 

für jeden Werth der Grösse 5 in dem angegebenen Intervalle nur 
eine einzige Wurzel, deren Werth sich mit dem Werthe der Varia- 
blen s stetig ändert. 

Die Grösse r, welche mit der Grösse tp und der Grösse fj stets 
gleiches Vorzeichen hat, ist mithin ebenfalls eindeutig bestimmt. Die 

Grösse — ändert sich stetig mit dem Werthe der Variablen 5. 
r 

In dem betrachteten Punkte P wird die Curv^e ^ von der ge- 
raden Strecke OxPj sowie von dem Bogen des construirten Kreisab- 
schnittes getroffen. Wird der Winkel, den die im Punkte P con- 
struirte Tangente der Curve E, mit der Tangente des den Punkt 0« 
mit dem Punkte P verbindenden Kreisbogens einschliesst , mit o be- 
zeichnet, so bestehen die Gleichungen 

eosi. = ^-|_(^y — + ^_jcos9)+(y-^-^^jsm9>J, 

1 r/ a« . a^\ . / a^ ay\ i 

jo j tgffi — ffi ,/l\ 2sina} , 

tgg)sm'g) \r/ p' 

Es ergibt sich also die Gleichung 

d(Ä— fi) = {1—Qcr&a})d8. 
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Da nun, wälirend die Grösse s stetig zunehmend alle Werthe 
von bis U{x) annimmt, der Factor 1— coso) nicht negativ und nur 
unter einer besonderen Voraussetzung beständig gleich ist, so 
ergibt sich in Folge der Gleichung 



—2 = 1 {1 — cos (o)d$, 



dass die Grösse 8 = U(x), die Länge der Curve S«, im Allgemei- 
nen grösser ist, als die Grösse S, welche dem Werthe 8 = U{x) 
entspricht. 

Für 8 = U{x) wird die Grösse q gleich 0, die Grösse 5 erlangt 
den Werth Q{x), die Grösse q> geht, da Q{x) einen positiven Werth 
hat, in den "Werth n über, an die Stelle des Kreisabschnittes tritt 

eine Kreisfläche mit dem Radius y^Qix), und die Grösse fi erlangt 

den Werth \/4Q{x)7t . 

Aus der vorstehenden Untersuchung ergibt sich also die Be- 
ziehung 
(n. a) ü{x) > >j4Q{x)^' 

Hierbei ist zu bemerken, dass, in Uebereinstimmung mit der 
oben ausgesprochenen Behauptung, der Fall der Gleichheit stets 
dann, aber auch nur dann eintritt, wenn die Grösse r in dem ganzen 
Intervalle <: s <: U{x) einen von der Grösse s unabhängigen Werth 

if — Q(x) besitzt , wenn also die in der Ebene ©^ liegende Curve S« 

eine Kreislinie mit dem Radius V — Q{x) ist. Denn nur unter 

dieser Voraussetzung haben die Grössen 1 — cosoj, sinoj in dem gan- 
zen Intervalle < s < U(x) den Werth 0. 

Durch Verbindung der Formel (I.b) mit der Formel (11. a) er- 
gibt sich 

(n.b) S> r\4Q(x)7C + Q'*{x)dx. 

Es ist hierbei zu bemerken, dass der Fall der Gleichheit nur 
dann eintritt, wenn der betrachtete Körper 81 ein Rotations- 
körper ist, dessen Rotationsaxe der a;-Axe des Coordinatensystems 
parallel ist. 

§ 4. 

Man denke sich nun einen Rotationskörper 2) construirt, 
dessen Rotationsaxe mit der a;-Axe des Coordinatensystems zusam- 
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menfallt, während der Radius r des in der Ebene 6« liegenden Pa- 
rallelkreises durch die Grieiehung 

gegeben ist. 

Dann ergibt sieh 



2r7cdr = Q\x)dx, 2rn>Jdx'+dr^ = \/4Q{x)7t + Q'\x)dx. 

Die Grösse des Flächeninhalts der Oberfläche des Rotationskör- 
pers 3) wird also durch das Integral 



p\l4tQ{x)%+q\x)dx 

^0 



ausgedrückt. 

Man führe nun die Bezeichnung 

Q(x)dx 



^0 



ein und denke sich einen auf der negativen Seite der Ebene (^ lie- 
genden Kugelabschnitt construirt, dessen Volumen gleich 8J ist, 
dessen ebene Begrenzungsfläche den Flächeninhalt r*7C = Q{x) be- 
sitzt und mit der Fläche des in der Ebene ©« liegenden Parallel- 
kreises des Rotationskörpers 3) zusammenfällt. Der Flächeninhalt 
des krummen Theiles der Begrenzung dieses Kugelabschnittes, der so- 
genannten Kugelhaube, werde mit §, der Kugelradius mit iJ, und 
die Bogenzahl des vierten Theiles des Centriwinkels , zu welchem 
der Kugelabschnitt gehört, mit V^ bezeichnet. Der Winkel, den die 
Tangentialebene der Kugelfläche mit der Tangentialebene des Rota- 
tionskörpers in einem Punkte des gemeinsamen Parallelkreises ein- 
schliesst, werde mit o, und die Länge des Linienelementes der Meri- 

diancurve des Rotationskörpers, oder die Grösse ^dx^+dr^^ werde 
mit dl bezeichnet. 

Unter diesen Voraussetzungen bestehen folgende Gleichungen : 

JB = |ü»ÄsinXsin"^-f-3cosV), « , dr . . ^ dx 

coso = cos2^-g--f-sm2V'-^, 

r = 2i2sin^cos^, _ 

n , dx . ^ dr 
smo = cos2^-^-sin2^-;=j-, 
§ = 4iJ'ÄSin'^, dt dl ' 



dfß = r'TC dx, dSQ = Irit cos cd dl, (1 + tgV)"(i (^) = ^^^^ dh 



I 

\ 
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Die Grösse ^ ist zu bestimmen aus der Gleichung 

28? 

m = tg^+itg»^ = p^, 

mit der Bedingung 

Da die Ableitung der Function f(ifi) den Werth 

r(^) = (i+tg»' 

besitzt, welcher immer positiv ist, so nimmt die Function f(tlf) be- 
ständig wachsend alle Werthe von bis oo an, während ^ stetig 
wachsend alle Werthe von bis ^ä annimmt. Aus diesem Grunde 
hat die Gleichung 

in dem angegebenen Intervalle stets eine und nur eine "Wurzel, deren 
Werth sich mit dem Werthe der Grösse x stetig ändert. 

Da der Werth der Grösse ^ eindeutig bestimmt ist, so gilt in 
Folge der Gleichung r = 2JBsin^cos^ dasselbe von dem Werthe der 
Grösse JR. Aus der Gleichung 



dF r%rÄyl+(^)Va;-$] = 2rÄ (1 - cos ©) dZ 
ergibt sich 



r^AQ{x)7c+Q'\x)dx > ^. 

^0 



Lässt man nun x in den Werth x^ übergehen, so nimmt r den 
Werth an, die Grösse ^ erlangt den Werth ^ä, 85 geht über in 

V, die Grösse R erlangt den Werth y ^, und die Grösse ^ nimmt 

den Werth ylWTx an. 
Es ergibt sich also 

(HI. a) p\l4tQ{x)%+Q'\x)dx > \lmWn. 

Der Fall der Gleichheit tritt nur dann ein, wenn in dem 
ganzen Intervalle x^<^x<:x^ coso den Werth 1, sino den Werth 0, 
also R einen von der Grösse x unabhängigen Werth hat. In diesem 
Falle ergibt sich aber aus dem zuletzt angeführten Systeme von 
Gleichungen, dass der Rotationskörper 2) eine Eugel ist. 

6 eh wart, Qesammelte Abhandlmigeii. II. 22 
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Tritt diei^er Fall ein. so kann der Körper ?t nicht ein Rotations- 
kJirper sein, dessen Rotationsaxe der x-Axe des Coordinatensystems 
parallel ist; derselbe müsste sonst gleichfalls eine Kugel sein, nnd 
diese Möglichkeit ist von vom herein ausgeschlossen worden. 

Durch Zusammenfassung der Formeln (ü. b) und (III. a) ergibt 
sich , dass 

S > r\4Q{x)'%'\-Q'\x)dx > \JW^ 



'o 



ist, und zwar tritt unter den angegebenen Voraussetzungen der Fall 
der Gleichheit höchstens an einer, aber nicht an beiden Stellen 
zugleich ein. 

Es ist also jedenfalls 



(in.b) s>\imv^n. 

Hierdurch scheint mir mit Strenge der Satz bewiesen zu sein: 
„Die Kugel besitzt kleinere Oberfläche, als jeder andere Korper 
gleichen Volumens , dessen Oberfläche von einer endlichen Anzahl 
von ganz im Endlichen liegenden Flächenstücken gebildet wird, welche 
in jedem ihrer Punkte den Charakter einer algebraischen Fläche be- 
sitzen." 

§5. 

Die vorhergehende Untersuchung erstreckt sich auf alle ganz im 
Endlichen liegenden Köi'per S, deren Oberfläche von einer endlichen 
Anzahl von Stücken analytischer Flächen gebildet wird. 

Die Voraussetzung .,die Oberfläche des Körpers 8( wird von ei- 
ner endlichen Anzahl von Stücken analytischer Flächen gebildet*^, 
ist nun iur die Schlussfolgerung ..der betrachtete Körper Ä besitzt, 
falls er nicht selbst eine Kugel ist, grössere Oberfläche, als eine 
Kugel gleichen Volumens^, zwar hinreichend, aber, wie man sich 
leicht überzeugt, nicht nothwendig. Denn der im Eingange dieser 
Mittheilung ausgesprochene Lehrsatz gilt, ohne dass diese einschrän- 
kende Voraussetzung erfüllt zu sein braucht, stets, wenn die Ober- 
fläche des Körpers 81 von einer endlichen Anzahl von ganz im End- 
lichen liegenden Flächenstücken gebildet wird, von welchen jedes 
einzelne in jedem seiner Punkte eine bestimmte, mit der Lage die- 
ses Punktes auf dem betrachteten Flächenstücke sich stetig ändernde 
Tangentialebene besitzt. 

Um dies zu beweisen , braucht man nur darzuthun , dass jedem 
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so beschaffenen Körper Ä, der nicht eine Kugel ist, auf unendlich 
mannigfaltige Weise ein von einer endlichen Anzahl von ebenen 
Flächenstücken begrenztes Polyeder S* zur Seite gestellt werden 
kann, welches bei gleichem Volumen kleinere Oberfläche besitzt, 
als der Körper Ä. 

Denn es ergibt sich, wenn dieser Satz bewiesen ist, bei Anwen- 
dung der im Vorhergehenden (§§ 1 — 4) durchgeführten Untersuchung 
auf den Körper 81*, a fortiori die Schlussfolgerung, dass der Körper 
8 grössere Oberfläche besitzt, als eine Kugel gleichen Volumens. 

Nun enthält ein Abschnitt der S t e i n e r sehen Abhandlung ^lieber 
Maximum und Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der Ku- 
gelfläche und im Räume überhaupt^ [Gesammelte Werke Band 11. 
Seite 300—306] vollständig die Hülfsmittel, zu jedem Körper Ä von 
der angegebenen Beschaffenheit, dessen Oberfläche den Flächeninhalt 
S besitzt, dessen Volumen den Werth V hat, und der nicht eine Ku- 
gel ist , einen Körper W zu construiren, dessen Volumen F' dem Vo- 
lumen des Körpers 8( gleich ist, während der Flächeninhalt S' der 
Oberfläche desselben kleiner ist, als der Flächeninhalt der Ober- 
fläche des Körpers 81. 

Denkt man sich einen solchen Körper K' construirt, so ist es 
auf unendlieh mannigfaltige Weise möglich, nach Annahme zweier 
von verschiedenen, hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschränkung 
unterliegenden positiven Grössen € und iy, der Oberfläche des Körpers 
?[' ein von einer endlichen Anzahl von ebenen Flächenstücken be- 
grenztes Polyeder W einzubeschreiben, so dass, wenn der Flächen- 
inhalt der Oberfläche dieses Polyeders mit S" und das Volumen des- 
selben mit V" bezeichnet wird, die Differenzen S"— S', F"— F dem 
absoluten Betrage nach beziehlich kleiner sind als eS'j i^F'. Construirt 
man hierauf ein dem Polyeder 81" ähnliches Polyeder 81*, dessen 
Volumen F* dem Volumen des Körpers 81 gleich ist, so ist der 
Flächeninhalt S* der Oberfläche dieses Polyeders kleiner als 

(l+«)^(T^^'S'. 

Wählt man aber die Grössen s und ri von vorn herein so klein, dass 



(l+e)' 



(I)" 



(1-1,)' 
ist, so ergibt sich S* <: S. 

22* 
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Es ist also möglich, wie behauptet wurde, jedem so, wie angege- 
ben, beschaffenen Körper 81, welcher nicht eine Kugel ist, ein von 
einer endlichen Anzahl von ebenen Flächenstücken begrenztes Polye- 
der 81* zur Seite zu stellen, welches bei gleichem Volumen klei- 
nere Oberfläche besitzt, als dieser. 

Unter allen Körpern, welche dasselbe Volumen haben, und deren 
Oberfläche die angegebene Beschaffenheit besitzt, hat daher die Kugel 
die kleinste Oberfläche. 



Beweis eines für die Theorie der trigono- 
metrischen Reihen in Betracht kommenden 

Hülfssatzes. 



Siehe die Abhandlong des Herrn O. C a n t o r : Beweis, daas eine für jeden reellen Werth von 
s dnrcli eine trigonometrieche Reihe gegebene Function /(x) dch nnr anf eine einsige Weise in 
dieser Form darstellen l&sst. Jonroal f&r reine nnd angewandte Mathematik, Band 72, Seite 141. 

Wenn eine reelle Function F(x) des reellen, auf das Intervall 
a < a; < 6 beschränkten Argumentes x in der Umgebung jedes diesem 
Intervalle angehörenden Werthes der Grosse x stetig ist, und wenn 
der Grenzwerth des zweiten Differenzquotienten*) dieser Function 

F(x + a) -2F{x) + F(x^a) 

aa 

für unendlich kleine Werthe der Grosse a und für jeden dem Inneren 
des Intervalles a <z x <: b angehörenden Werth des Argumentes x 
gleich ist, so ist diese Function eine ganze Function ersten Grades. 
Um diesen Satz zu beweisen, betrachte man, mit b die positive 
oder negative Einheit, mit k irgend eine von verschiedene positive 
Grösse bezeichnend, die Function 

q>{x) = s[F{x)-F{a)-^{F{b)-F(a))]-^k{x-a){b-x). 

Die Function q>{x) ist, sowohl wenn a = +1, als auch wenn 
« = — 1 gesetzt wird, in der Umgebung jedes dem Intervalle a^x^b 
angehörenden Werthes x stetig und eindeutig; der Grenzwerth des 
zweiten Differenzquotienten dieser Function 

j.^ (p(x + a)- 2y (x) + y (x-^a) 

(a=0) «flf 



*) Yergl. Bernhard Biemann, Qesammelte Werke, Seite 232. 
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ist für jeden dem Inneren des betrachteten Intervalles angehörenden 
Werth des Argumentes x gleich k. Für die Werthe a; = a und 
a; = 6 hat die Function tp{x) den Werth 0. 

Es wird behauptet, dass die Function tp{x) für keinen dem In- 
tervalle a <z X <h angehörenden Werth von x einen positiven Werth 
annehmen kann. 

Gesetzt nämlich, die Function (p{x) nähme für einen der betrach- 
teten Werthe des Argumentes x einen von verschiedenen positiven 
Werthan, so müsste der Werth g der oberen Grenze aller Werthe 
der Function fp(x) ebenfalls eine von verschiedene positive Grösse 
sein. Durch Anwendung eines Beweisverfahrens, von welchem Herr 
Weierstrass in seinen Vorlesungen über die Theorie der analyti- 
schen Functionen wiederholt Gebrauch gemacht hat, ergibt sich fer- 
ner, dass die Function (p{x), da dieselbe eine stetige Function ihres 
Argumentes ist, diesen Werth g für mindestens einen dem angege- 
benen Intervalle angehörenden Werth x^ des Argumentes x wirk- 
lich annehmen müsste. Es wäre demzufolge der Werth (p{x^ =g 
der grösste Werth der Function (p{x)j und es beständen die Bezie- 
hungen : 

a <: a^o <: 6, 9>(^o + «)-9K) < 0, 9K-«)-9K) < 0» 

Die letzte dieser Beziehungen ist aber unvereinbar mit der Eigen- 
schaft der Function 9>(x), dass für alle Werthe der Grösse a, deren 
absoluter Betrag hinreichend klein ist, der Werth des DiflFerenzquo- 
tienten 

aa 

von der positiven Grösse k beliebig wenig abweichen soll. Folglich 
ist die Annahme , dass die Function q> {x) in dem Intervalle a<zx<zb 
positive Werthe annehmen könne, unzulässig. Hieraus ergibt sich, 
da die angegebenen Schlüsse sowohl für £ = +1, als auch für £ = — 1 
gelten, dass die Grösse 

F(x)--F{a)^^(F{b)^Fia)) {a<x<b) 

dem absoluten Betrage nach kleiner ist, als die Grösse 
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Da nun die Grösse 

F(x)^F(a)^ 1^ (Fib)-F(a)) 

von der Grosse k, welcher ein beliebig kleiner positiver Werth bei- 
gelegt werden kann, unabhängig ist, so muss dieselbe den Werth 
haben. Es ergibt sich demzufolge die Gleichung 

Fix) = Fia) + ^^(Fib)--F{a)). 

Jede den angegebenen Bedingungen genügende Function F{x) ist 
demnach eine ganze Function ersten Grades ihres Argumentes. 



Beweis des Satzes, dass unter allen einem 
spitzwinkligen Dreiecke eingeschriebenen Drei- 
ecken das Dreieck der Höhenfusspunkte den 

kleinsten Umfang hat. 



Nach einem Xannicripte det YerfaMen nierst auf den Seiten 728 nnd 729 dee iweitwi Bandee 
der gesammelten Werke Jacob Steiner' ■ Ter6ffentlicht und irrfchümlich Jacob Steiner 
zugeecbrieben. 

Unter allen einem spitzwinkligen geradlinigen Dreiecke ABC 
(siehe Fig. 24) eingeschriebenen geradlinigen Dreiecken abc hat das 
Dreieck aßy der Höhenfusspunkte den kleinsten Umfang. (Siehe Ja- 
cob Steiner, Gesammelte Werke, Band ü, Seite 45 No. 7 und 
Seite 238 No. 64. 11. 3. Rudolf Sturm, Bemerkungen und Zu- 
sätze zu Steine r's Aufsätzen über Maximum und Minimum. Jour- 
nal für reine und angewandte Mathematik, Band 96, Seite 62.) 

Um diesen Satz zu beweisen, klappe naan das Dreieck ABC um 
die Seite BC um, so dass es zu A^BC wird, im Weiteren A^BC um 
C-4,, so dass A^B^C entsteht, und fahre mit dem Umklappen in 
cyclischer Reihenfolge fort, bis noch die Dreiecke A^ B^ G^ , A^ B^ C,, 
-4, JB, (7i , -4, JBj 0, zum Vorschein kommen , von denen je zwei auf 
einander folgende eine Seite gemeinsam haben und in Bezug auf die- 
selbe symmetrisch liegen. Das Dreieck aßy der Höhenfusspunkte 
gelangt bei diesem Umklappen nach und nach in die Lagen aß^y^^ 
^ißiYti «2/'«y2» ««/Ssys» «s/^sy*» ^^ß^Y^i ^nd zwar liegen die Punkte 
^ßiY%^%ßz?^^A ^^ einer Geraden, so dass die Länge der Strecke «•••«^ 
gleich dem doppelten Umfange des Dreiecks aßy ist. Wenn nun abc 
irgend ein anderes, dem Dreiecke ABC eingeschriebenes Dreieck ist, 
welches bei den auf einander folgenden Umklappungen nach und nach 
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die Lagen ab,Ci, a,&jC,, a,&,c,, CtKc,, a,&,c,, a,&,e, annimmt, so ist 
die Länge der ans geradlinigen Strecken zusammengeaetzten gebro- 
chenen Linie ab^Cja,b,Cta^ dem doppelten Umfange des Dreiecks abc 




gleich. Da aber BC und lf,<7, parallel sind nnd die Strecken aa 
nnd a,a, gleiche Länge haben, so ist der doppelte Umfang des Drei- 
ecks aßy gleich der Länge der geraden Strecke an, und demzufolge 
kleiner als die Länge des Linienzuges ai,c,a,i^,Ct(ij oder kleiner als 
der doppelte Umfang des Dreiecks abc. 



Bemerkung zu der Mittheilung des Herrn 
Weierstrass: Zur Theorie der aus n Haupt- 
einheiten gebildeten complexen Grössen. 



N&ebriehten Ton der Edniglicheii Oesellscliafl dor Wi8seii£c1i»fien und de: Oeorf-Aagviti« 
üniTorsit&t zu Oöttingen, Jahrgang 1884, Seite 516-519. 

Die Untersuchung der aus n Haupteinheiten gebildeten comple- 
xen Grössen hat Herrn Weierstrass in einer Mittheilung, welche 
in den Nachrichten von der Königlichen Gresellschaft der Wissen- 
schaften und der Georg- Augusts-Universität zu Göttingen, Jahrgang 
1884, Seite 395 — 419 veröffentlicht ist, zu einem bemerkenswerthen 
Satze geführt, welcher als ein Fundamentalsatz dieser Theorie ange- 
sehen werden kann. 

Wenn für ein Gebiet solcher Grössen die arithmetischen Grund- 
operationen den a. a. 0. dargelegten Gesichtspunkten gemäss definirt 
werden, so ist es, wie Herr Weierstrass nachgewiesen hat, stets 
möglich, jede dem betrachteten Gebiete angehörende complexe Grösse 
a in eine gewisse Anzahl von Componenten a^, a,, ... a^ zu zer- 
legen, welche beziehlich den auf Seite 404 — 407 der angeführten Mit- 
theilung erklärten Theilgebieten ®, , ®,, . . . ®^ angehören. 

Die Definition dieser Theilgebiete stützt sich auf die vorausge- 
hende Annahme einer Grösse g mit den Coordinaten gj, 5,, . . . |,, 
wobei diese Grösse nur den Einschränkungen unterworfen ist, dass 
sie kein Theiler der Null sein darf, dass die Determinante | S^il^ | = X^ 
einen von verschiedenen Werth haben muss, und dass die Discri- 
minante der Gleichung /'(g) = nicht gleich sein darf. 

Es kann nun die Frage aufgeworfen werden : Hängt die Definition 
der erwähnten Theilgebiete von der Annahme der Grösse g wirklich 
ab, mit anderen Worten, ändern sich die erklärten Theilgebiete 
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®i> ®j? • • • ®r tci anderer Wahl der Grösse g^ oder ändern sich 
dieselben hierbei nicht? 

Im Nachfolgenden erlaube ich mir ein Schlussverfahren mitzu- 
theilen, durch welches diese Frage beantwortet werden kann. 

Es sei bei Zugrundelegung einer bestimmten Grösse 

r die Anzahl der Theilgebiete ®„, welche Mannigfaltigkeiten einer 
Dimension, r" die Anzahl der Theilgebiete ®„j welche Mannigfaltig- 
keiten zweier Dimensionen sind, so dass r = r'+r'\ n = r'+ 2r" 
ist, während die Indices 9, 6 zwei von einander verschiedene ganze 
Zahlen bezeichnen, von denen die erste r', die zweite r" von einander 
verschiedene, die Grösse r nicht überschreitende Werthe annehmen kann. 
Denkt man sich nun die Grössen g^'^'^ und die Grössenpaare 
g(o)^ l^o) 2u neuen Haupteinheiten gewählt, so ist die Grösse e^ be- 
stimmt durch die Gleichung 

[Siehe Seite 405 (18) der angeführten Mittheilung des Herrn Weier- 
strass.] 

Es bezeichne jetzt x eine beliebige Grösse des betrachteten 
Gebietes, es sei also 

so ergibt sich, wenn festgesetzt wird, dass die Bezeichnungen 



ly^/C» + f Ä'«) und {ri + gi) (/(") (i = V - 1 ) 

gleichbedeutend sein sollen, aus der Gleichung 

durch Erhebung beider Seiten in die 1/*® Potenz die Gleichung 

Denkt man sich nun n aus einer unbenannten Haupteinheit 
gebildete Grössen «!,«,,...£, bestimmt, welche der Bedingung ge- 
nügen, dass die Gleichung 

besteht, was stets möglich ist, so ergibt sich, dass die algebraische 
Gleichung 
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im Gebiete der aus den Haupteinheiten 1 und i = ^— 1 gebildeten 
gewöhnlichen complexen Grössen die Wurzeln tj , % + iJ, Va'^^a^ 
besitzt. Es ergibt sich hieraus, wenn mit i eine veränderliche, aus 
einer unbenannten Haupteinheit gebildete Grösse bezeichnet wird, 
die Identität 

durch welche die Grössen aj, £,, ...f. als ganze homogene Func- 
tionen der Grössen iy^, i^^, g«, bestimmt sind. 

Wenn die Coordinaten der betrachteten complexen Grösse x be- 
zogen auf die früheren Haupteinheiten Cj, e,, . . . e, mit l^, 6,, ... 5, 
bezeichnet werden, so ist klar, dass die neuen Coordinaten rj^,%,to 
der Grösse x ganze homogene Functionen ersten Grades der Grössen 
I,, 6,, . . . I, sind. 

Aus dem Umstände, dass die im Vorstehenden mit /*(!) bezeich- 
nete Function und die von Herrn Weierstrass ebenso bezeichnete 
mit einander übereinstimmen, ergeben sich folgende Sä£ze : 

1. Die mit Xj, Xj, . . . X^ bezeichneten ganzen Functionen 
der Grössen gj, g^, . . . g^ sind in Folge der Bedingungen, welchen 
die Grössen 6a,b,c unterworfen sind, durch die Function X^ theilbar. 

2. Jede Wurzel der Gleichung f{i) = im Gebiete der aus 1 
und V — 1 gebildeten gewöhnlichen complexen Grössen ist eine ganze 
homogene Function ersten Grades der Grössen |i, ^2', •••!»• 

3. Die Grössen 

f^{x) = x-ri^e,, fo{x) = {x-riae^y + tUo 

sind Theiler der Null, und zwar hat im Theilgebiete ®^ die Compo- 
nente von L(x)j im Theilgebiete &a die Componente von fa{x) den 
Werth 0. Wenn die Discriminante der Gleichung /"(g) == einen 
von verschiedenen Werth hat, mit anderen Worten, wenn die 
Grössen ri^, Vo + ^h Vo'^iai sämmtlich von einander verschieden sind, 
so hat keine andere Componente der Grössen f\, {x) , fa (x) den Werth 0. 
Hieraus folgt aber, dass, wenn in dem Producte der r Factoren 

H^f^ix) (/z = l,2....r) 

ein beliebiger Factor f^ (x) weggelassen wird, das Product der übrigen 



Zur Theorie der complexen Grössen. 349 

Factoren unter der angegebenen Voraussetzung eine von verschie- 
dene, dem Theilgebiete ©, angehörende Grösse ist. 

Hiermit ist bewiesen, dass die erklärten Theilgebiete ®,, ®,, ...®, 
sich nicht ändern, wenn an die Stelle der ihrer Definition zu Grunde 
liegenden Grösse g = 5I(^So^a eine beliebige andere Grösse x = SoSo^a 
tritt, für welche die gestellten Bedingungen erfüllt sind. 

Die zu Anfang dieser Bemerkung aufgeworfene Frage ist hier- 
mit beantwortet. 



Anmerkungen und Zusätze zum zweiten Bande. 



Elementarer Beweis des P o h 1 k e sehen Fundamental- 
satzes der Axonometrie. 

Zusats SU Seit^ 2, Zeile 14 von oben. 

Den Pohlk eschen Beweis, von welchem hier die Rede ist, hat 
Herr Karl Pelz aufgefunden und im Jahre 1877 in dem 76ten 
Bande der Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Wien veröffentlicht. 

De superficiebus in planum explicabilibus primorum 

Septem ordinum. 

Zusatz zu Seite 9, Zeile 3 — 4 von unten. 

Ein Beweis für die Richtigkeit des hier ausgesprochenen Lehr- 
satzes wurde vom Verfasser in Folge einer von Herrn Charles 
Hermite an ihn gerichteten Aufforderung ausgearbeitet; man sehe 
Seite 292—295 dieses Bandes. 

lieber einige Abbildungsaufgaben. 

Zusatz zu den Seiten 7'4 — 75. 

In Hinsicht auf diese geometrische Deutung kann Bezug genom- 
men werden auf folgende, in der Abhandlung Jacobi's: „Ueber die 
complexen Primzahlen, welche in der Theorie der Reste der Bten, 
8ten und 12ten Potenzen zu betrachten sind*' (Journal für reine und 
angewandte Mathematik, Band 19, Seite 316) enthaltene Stelle : „Eine 
eben so interessante als schwierige Aufgabe dürfte es sein, dieser 
Theilung des Lemniscatenbogens in a + 6\/— 1 Theile und der Zusam- 
mensetzung der /)ten Theile des Bogens aus seiner Theilung in 
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a + 6V^ — 1 und in a—bsj—l Theile einen geometrischen Sinn abzuge- 
winnen. Die Geometrie hat in neuerer Zeit mit Glück dem Imagi- 
nären auch auf ihrem Gebiete einen Platz angewiesen; es ist zu er- 
warten, dass sie bei dem bewunderungswürdigen Aufschwung, wel- 
chen sie unter Steiner' s Händen genommen hat, sich auch dieser 
abstruseren Ideen bemächtigen wird.^ 

Zusate zu Seite 77^ Zeile 1—4 von ohen. 

Der von Herrn W e i e r s t r a s s herrülirende Beweis für die Mög- 
lichkeit der Constantenbestimmung stützt sich auf eine stetige Aen- 
derung der Constanten a, &, c, • • •. Einen auf demselben Gedanken 
beruhenden Beweis hat Herr Schläfli in der Abhandlung: lieber 
die allgemeine Möglichkeit der conformen Abbildung einer von Ge- 
raden begrenzten ebenen Figur in eine Halbebene (Journal für reine 
und angewandte Mathematik, Band 78, Seite 63 — 80) im Jahre 1873 
veröffentlicht. 

Die auf den Seiten 144—171 dieses Bandes abgedruckte Abhand- 
lung des Verfassers verdankt ihre Entstehung wesentlich dem Be- 
streben, für die Möglichkeit der in Rede stehenden Constantenbe- 
stimmung einen selbständigen Beweis aufzufinden. 

Zusatz zu Seite 78, Zeile 3 von oben. 
Siehe Seite 102—107 dieses Bandes. 

Zusatz zu Seite 78 , Zeile 6 von unten. 

In der Abhandlung Sur la eonstrudion des cartes geographiques 
(Nouveaux M^moires de TAcad^mie Royale des Sciences et Belles- 
Lettres, Ann^e 1779, p. 161— 185) behandelt Lag ränge die Auf- 
gabe: Wenn mit f{u + ti) und F(u—ti) zwei conjugirte Functionen 
der beiden conjugirten complexen Argumente u + ti, u—ti bezeichnet 
werden, alle durch die Gleichungen 

^ = \[nu + ti) + F{u^ti)], y = \,[f(u + ti)-F{u--ti)] 
x + yi ^=s f{u + ti), x—yi = F(u^ti) 

vermittelten conformen Abbildungen der Ebene u + ti auf die Ebene 
x + yi zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben, dass der Schaar 
der geraden Linien u = const., beziehungsweise t = const. in der 
Ebene u + ti eine Schaar von Kreisen in der Ebene x + yt entspricht. 
Um diese Aufgabe zu lösen, berechnet Lagrange die Krüm- 
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mungen — und — der den Geraden u = eonst. , beziehungsweise 

V = const. entsprechenden Curven der Ebene x + yi und gelangt, 

indem er die Grösse 

1 

mit Ä bezeichnet, zu den Gleichungen — = ^7-, — = -^-— . 

® r dt ' Q du 

Aus der ersten, beziehungsweise der zweiten dieser beiden Glei- 
chungen ergibt sich, da der gestellten Forderung zufolge die Grösse 
r von der Grösse w, beziehungsweise die Grösse q von der Grösse t 

nicht abhängen soll , die ßedingungsgleichung == 0. (A. a. 0. 

Seite 173.) 

Diese Bedingungsgleichung fuhrt zu der Gleichung 

r{u+ti) , / r{u+ti) Y_ >-(u~rt) f F^(u-^ti) Y 

^^') f{u + ti) -^K f(u + ti) J^ F'{u-ti) ^VJP'(M-«)/' 

aus welcher sich ergibt, dass die auf der rechten und der linken 
Seite der vorstehenden Gleichung stehenden Ausdrücke bei der von 
Lagrange in Betracht gezogenen Aufgabe derselben reellen Constan- 
ten, welche mit — 2ä bezeichnet werden möge, gleich sein müssen. 
Es muss also die Function f einer Gleichung von der Form 



(2^ fl-i(fl.Y- - 



2k 



genügen. Lagrange hat allerdings die zur Bestimmung der Func- 
tion f dienende Gleichung nicht in dieser Form aufgestellt, sondern 

gelangt, indem er = = (p{u + ti) setzt, zu der Gleichung 

(3.) Ä + «) = ,. 

Der Uebergang von der nicht linearen Differentialgleichung dritter 
Ordnung (2.) zu der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(3.) ist ein specieller Fall des auf den Seiten 219 und 220 dieses 
Bandes betrachteten Ueberganges, indem p = 0, q = ^Jc gesetzt 
wird. Es ist daher, wenn die Function f(u + ti) der Differentialglei- 

chung (2) genügt, die Function - f-^ ^^ ein zweites particuläres 
Litegral der Differentialgleichung (3.). 
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Wenn nicht von einer Seh aar von Kreisen die Rede ist, -son- 
dern ein einzelner Kreisbogen in der Ebene x + yi betrachtet 
wird, welcher bei der durch die Function x + yi = f{u + ti) vermit- 
telten conformen Abbildung beispielsweise einem Stücke der Axe des 
Reellen ^ = der Ebene u + ti entsprechen soll, so bleiben die von 
Lagrange gezogenen Schlüsse im Wesentlichen mit der Abände- 
rung in Geltung, dass die Gleichung (1.) nicht liir ein zweifach aus- 
gedehntes Gebiet, sondern nur längs einer Linie, nämlich längs 
eines Theiles der Axe des Reellen der Ebene u + H^ erfüllt sein muss, 
dass demzufolge die Grosse 

t ^f t \ _ ^9 






nicht nothwendig eine Constante sein muss, sondern eine beliebige 
Function des complexen Argumentes u + ti sein kann, welche die 
Eigenschaft besitzt, dass zu (den dem betrachteten Stücke der Axe 
des Reellen entsprechenden) reellen Werthen des Argumentes reelle 
Werthe der Function gehören. 

Nach der vom Verfasser angewendeten Kezeichnungsweise (siehe 
Seite 78 und Seite 220 dieses Bandes) würde der aus der L a g r a n g e- 
schen Untersuchung sich ergebende Ausdruck auf der linken Seite 
der Gleichung (1.) mit ?P*(/', u + ti) bezeichnet werden können, wo- 
durch der Nachweis geführt ist, dass es möglich ist, in unmittelbarem 
Anschlüsse an die in der angeführten Lagrang eschen Abhandlung 
enthaltene Untersuchung zu dem Differential ausdrucke W zu gelangen. 

Gegen die ßezeiclmungsweisc ¥^(5, x) kann der Einwand geltend 
gemacht werden, dass man es bei diesem Ausdrucke nicht mit einer 
Function der beiden Argumente s und x, sondern mit einem aus 
der Function s auf gewisse Weise durch Differentiation in Beziehung 
auf die Grösse x zu bildenden Differentialausdrucke zu thun habe. 
Es verdient daher die von Herrn Cayley zur Bezeichnung dieses 
Differentialausdruckes angewendete Bezeichnungsweise 






unzweifelhaft den Vorzug vor der vom Verfasser gebrauchten. 

Herr Cayley hat dem Verfasser die Ehre erwiesen, die Benen- 
nung des Differentialausdruckes [Sy x\ mit dem Namen des Verfassers 
in Verbindung zu bringen. (Arthur Cayley: On (he Schwär jsnan 

Seh wart, Oesammelte Abhftndhmgen. II. 23 
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Derivative j and ihe Polyhedral Functions. Cambridge Philosophical 
Transactions, Vol. XTTT. Part. I. p. 5—68.) Diö angeführte, ausser- 
ordentlich reichhaltige Abhandlung des Herrn Cayley gibt die von 
verschiedenen Schriftstellern angestellten üntersachungen über Fragen, 
die mit dem Differentialausdrucke {^^ ^j in Zusammenhang gebracht 
werden können , in übersichtlicher , zusammenfassender Darstellung 
wieder, fügt zu den Ergebnissen der Untersuchungen Anderer Neues 
hinzu und enthält eingehende Literaturnachweise , sowie eine voll- 
ständige Entwickelung der den Differentialausdruck [s, x\ betref- 
fenden Verwandlungsformeln. Aus einer der von Herrn Cayley 
aufgestellten Formeln, nämlich aus der Formel 



l^'^^l'-C^)*!^'*! 



ist neuerdings die besonders durch die Arbeiten des Herrn Sylve- 
ster geforderte Theorie der ßeciprocanten hervorgegangen. 

Eine Zusammenstellung der Beziehungen, welche zwischen dem 
von Herrn Schottky (lieber die conforme Abbildung mehrfach zu- 
sammenhängender ebener Flächen, Berlin 1875, Inauguraldissertation) 
mit Dx{p) bezeichneten Differentialausdrucke , sowie dem von Herrn 
Dedekind (Ueber die elliptischen Modulfunctionen, Journal für reine 
und angewandte Mathematik, Band 83, Seite 278) mit [t;, u] bezeich- 
neten Differentialausdrucke einerseits und dem Differentialausdrucke 
js, rcl andrerseits bestehen, enthält die Abhandlung des Herrn E. R. 
Neovius: Bestimmung zweier speciellen periodischen Minimalflächen, 
auf welchen unendlich viele gerade Linien und unendlich viele ebene 
geodätische Linien liegen, Helsingfors 1883, Seite 14. 

Diese Beziehungen werden durch die Gleichungen 

gegeben. Zugleich verweist Herr Neovius auf die Seiten 298, 416 
und 416 der gesammelten Werke Riemann's. 

Das Werk des Herrn F. Klein: Vorlesungen über das Ikosaeder 
und die Auflösung der Grleichungen vom fünften Grade, Leipzig 1884, 
enthält auf den Seiten 66 bis 82 ebenfalls eine zusammenfassende 
Darstellung einiger auf die Betrachtung des Differentialausdruckes 
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ji^, Zj sich stützenden Untersuchungen. Herr Klein bezeichnet den 
Differentialausdruck j^, Zj durch [rj]^, 

Zusatz zu Seite 80^ Zeile 3 — 6 von oben. 
Siehe Abschnitt m der Abhandlung: lieber diejenigen Fälle, in 
welchen die Graussische hypergeometrische Reihe eine algebrai- 
sche Function ihres vierten Elementes darstellt. Seite 221 — 233 
dieses Bandes. 

Zusatz zu Seite 83, Zeäe 8 — 16 von oben. 
Der Beweis für die Möglichkeit der hier besprochenen Constanten- 
bestimmung ist für das Tetraeder auf den Seiten 94 — 101 dieses 
Bandes, für beliebige von ebenen Seitenflächen gebildete Polyeder auf 
den Seiten 167 — 170 dieses Bandes geführt. 

Zusatz zu Seite 82, Zeüe 5—10 von unten. 
Siehe Abschnitt VI der Abhandlung: lieber diejenigen Fälle, in 
welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebrai- 
sche Function ihres vierten Elementes darstellt. Seite 243 — 254 
dieses Bandes. 

Zusatz zu Seite 83, Zeile 8 von unten. 
Der an dieser Stelle erwähnte Beweis ist im Wesentlichen der- 
selbe , welcher in der Abhandlung ;,Zur Theorie der Abbildung" 
Seite 108 — 132 dieses Bandes mitgetheilt wird. 



Notizia suUa rappresentazione conforme di un' area 

ellittica sopra un' area circolare. 

Seite 102— im. 
Die Aufgabe der Bestimmung des stationären Temperaturzustandes 
für die Fläche einer Ellipse, also die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

unter vorgeschriebenen Grenzbedingungen für die Fläche einer Ellipse, 
mittelst elliptischer Coordinaten und Fouri er scher Reihen, ist nach 
einer von Herrn Heine dem Verfasser gemachten mündlichen Mittheilung 
bereits in den von Dirichlet geleiteten Uebungen des an der Uni- 
versität Göttingen bestehenden mathematisch-physikalischen Seminars 

23* 
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als Uebungsaufgabe behandelt worden. y,Nur ist^, fügte Herr Heine 
hinzu, „die Beziehung zur conformen Abbildung der Fläche der Ellipse 
auf die Fläche eines Kreises damals nicht bemerkt worden." 

In Ergänzung zu den im Texte und in den Anmerkungen ent- 
haltenen Verweisungen auf Arbeiten anderer Forscher erwähne ich 
noch die grundlegende Abhandlung des Herrn Carl Neumann: 
lieber die Integration der partiellen Differentialgleichung 

(Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 59, Seite 364.) 
Diese Abhandlung ist überhaupt für meine Studien über die Integration 
der partiellen Differentialgleichung z/4> = von grösster Bedeutung 
gewesen. 

Zusatz zu der Tabelle auf Seite 107, 

Von Herrn E. R. Neovius ist neuerdings eine Tabelle veröffent- 
licht worden, aus welcher dieWerthe des reellen und des imaginären 

Theils der Function -= — für die Werthe des Arenimentes 

w = — -- — 0} (wi, n = 0, 1, 2, • • • 12) 

bis auf 4 Dccimalstcllen entnommen werden können , vorausgesetzt, 
dass 0}' = oji, Cj = 1, Cg = 0, Cg = — 1 gesetzt wird. (E. R. Neo- 
vius, Darstellung einiger von isothermischen Curven gebildeten Cur- 
venschaaren, Helsingfors 1887.) Bei der Vergleichung dieser Tabelle 
mit der im Jahre 1869 vom Verfasser veröffentlichten hat sich her- 
ausgestellt, dass die letztere zwei unrichtige Ziffern enthielt, welche 
bei dem neuen Abdrucke verbessert worden sind. 



TJeber einen Grenzübergang durch altemirendes Verfahren, 

Seite 133—143. 

Der Grenzübergang, welcher in diesem Aufsatze besprochen wird, 
ist dem Verfasser seit dem Sommer 1869 bekannt. Im November 
desselben Jahres theilte der Verfasser Herrn Kronecker und eini- 
gen anderen Mathematikern eine die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung z/m = betreffende Abhandlung mit, in welcher 
von diesem Grenzübergange mehrfach Gebrauch gemacht wird. 



Anmerkungen und Zusätze zum zweiten Bande. 357 

Ehe diese Abhandlung auszugsweise veröffentlicht wurde, erhielt 
der Verfasser durch die Güte des Herrn Carl Neumann einen Sonder- 
abdruck von dessen am 21ten April 1870 der Königlich Sächsischen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften vorgelegtem Aufsatze : ^Zur Theorie des 
Logarithmischen und des Ncwtonschen Potentiales. Erste Mitthei- 
lung.^ (Berichte der mathem.-phys. Classe der Königl. Sachs. Ge- 
sellschaft der Wissenschaften, Jahrgang 1870, Seite 49 — 56.) 

Der in dem letzten Abschnitte dieser Mittheilung enthaltene 
Hinweis auf eine ^^Methode der Combination^, welche Herr 
Carl Neumann in einer folgenden Mittheilung darzulegen beab- 
sichtige, liess die Annahme gerechtfertigt erscheinen, dass Herr 
Carl Neumann sich zum Nachweise der Möglichkeit, die partielle 
Differentialgleichung z/u = flir einen gegebenen Bereich vorge- 
schriebenen Bedingungen gemäss zu integriren, ähnlicher Methoden 
bediene, wie derjenigen, welche sich dem Verfasser als „Grenzüber- 
gang durch altemirendes Verfahren*^ dargeboten hatte. 

Aus diesem Grunde glaubte der Verfasser mit der Veröffentlichung 
der Ergebnisse seiner damaligen Untersuchungen nicht zögern zu dürfen. 

Im Mai 1870 hielt der Verfasser in der Naturforschenden Ge- 
sellschaft in Zürich über den Grenzübergang durch altemirendes 
Verfahren einen Vortrag, welcher im Auszuge auf den Seiten 133— 
140 dieses Bandes abgedruckt ist. 

Im October desselben Jahres legte Herr Weierstrass eine 
ausführlichere Mittheilung des Verfassers (s. Seite 144—171 dieses 
Bandes) der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vor. 

In demselben Monate legte Herr Carl Neumann der Königlich 
Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften die Abhandlung ^^Zur 
Theorie des Logarithmischen und des Newtonschen Potentiales. Zweite 
Mittheilung. ^ vor, welche in den Berichten dieser Gesellschaft, ma- 
them.-phys. Classe, Jahrgang 1870, Seite 264—321, abgedruckt ist. 

In dieser Mittheilung erklärt Herr Carl Neumann, dass er 
auf die Methode, welche von ihm als ^dritte Combinationsmethode^ 
bezeichnet wird, erst durch den Aufsatz des Verfassers ..Ueber einen 
Grenzübergang durch altemirendes Verfahren** aufmerksam geworden 
sei. Es ergibt sich hieraus, dass die Untersuchungen des Herrn Carl 
Neumann und des Verfassers , — soweit dieselben sich auf den 
Beweis der Möglichkeit beziehen , die partielle Differentialgleichung 

-s , + -^-j- = für einen gegebenen Bereich vorgeschriebenen Grenz- 
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bedingnngen gemäss zu integriren, — zwar hinsichtlich des zunächst 
ins Auge gefassten Zieles, nicht aber hinsichtlich der zur Erreichung 
dieses Zieles eingeschlagenen Wege mit einander übereinstimmten. 

Die Behauptung des Herrn Carl Neumann: ^Während nämlich 
Schwarz sich beschränkt auf Flächen mit nur einer Randcurve, 
und zu einer solchen Beschränkung wohl auch gezwun- 
gen zu sein scheint durch den ganzen Gang seiner Unter- 
suchungen " (A. a. 0. Seite 315 und Seite 321) beruht auf 

einem Irrthume. (Man vergleiche z. B. den Inhalt der^auf den Seiten 
303 — 306 dieses Bandes abgedruckten brieflichen Mittheilung des Ver- 
fassers an Herrn F. Klein.) 

Auf eine Würdigung der Vorzüge einzugehen , welche jede der 
beiden Beweismethoden, die von Herrn CarlNeumann und die von 
mir angewendete Methode der Beweisführung, darbietet, muss ich mir 
versagen. An dem Ansprüche aber halte ich fest, dass die drei im 
Jahre 1870 veröflFentlichten Aufsätze (Seite 175— 190, Seite 133— 143, 
Seite 144 — 171 dieses Bandes) thatsächlich und in einer für den Sach- 
verständigen ausreichenden Vollständigkeit die Hülfsmittel zu einem 
Beweisverfahren enthalten, durch dessen Anwendung alle Sätze, deren 
Beweis Riemann in seinen veröffentlichten Abhandlungen mittelst 
des Dirichl et sehen Princips zu führen gesucht hat, wirklich be- 
wiesen werden können. 

Bezüglich der Anwendung des Grenzüberganges durch alterni- 
rendes Verfahren zur Integration anderer partieller Differential- 
gleichungen verweise ich auf zwei im ersten Bande (Seite 336) ange- 
führte Abhandlungen des Herrn E. Picard. 



lieber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
-^t+-^-¥ = ^ unter vorgeschriebenen Grenz- und 

Unstetigkeitsbedingungen. 

Seite 144—171. 

Bezüglich dieser Abhandlung verweise ich auf die Bemerkungen 
zu der vorhergehenden Abhandlung, Seite 356 — 358 dieses Bandes. 

Die Promotionsschrift des Herrn Jules Riemann Sur le pro- 
Herne de Dirichlet, Paris 1888, enthält in ihrem ersten und dritten 
Abschnitte eine ausführliche Darstellung beziehungsweise Bearbeitung 
des wesentlichsten Theiles des Inhaltes der dreizehn ersten Paragraphen 



Anmerkungen und Zasätze znm zweiten Bande. 369 

der auf den Seiten 144 — 171 dieses Bandes abgedruckten Abhandlung. 
Indem ich auf diese mit Sorgfalt und Sachkenntniss abgefasste Pro- 
motionsschrift verweise, bemerke ich, dass ich den Einwand, welchen 
Herr Jules Riemann auf Seite 3 der Promotionsschrift gegen das in 
der Abhandlung „Zur Theorie der Abbildung^ (Seite 108 — 132 dieses 
Bandes) angewendete Beweis verfahren erhebt , für begründet nicht 
anerkennen kann. 

ZusaU zu Seite 162, Zeile 3 von oben. 

Die Einschränkung 
„wenn für jede Ecke der Nachweis geführt werden kann,^ dass es 
möglich ist, von dem Gebiete einen die Ecke im Inneren enthaltenden, 
einfach zusammenhängenden Bereich abzuschneiden, welcher bis auf 
den Eckpunkt selbst conform auf die Fläche eines Kreises abgebildet 
werden kann^ 
ist mit Absicht gemacht worden. 

Für eine von Stücken beliebiger analytischer Flächen gebildete 
Ecke den in Rede stehenden Nachweis allgemein zu fuhren, ist 
meines Wissens bis jetzt nicht gelungen. 

Zu Seite 169^ Zeüe 14 — 17 von oben. 

Die Formel , von welcher hier Gebrauch gemacht wird , ergibt 
sich , wenn in der auf Seite 190 dieses Bandes , Zeile 2 von oben, 

angegebenen Formel r = -^ gesetzt wird. Es hätte übrigens auch 



von 



der Formel q^ = — arctg(-^J Gebrauch gemacht werden können. 



Mittheilung über diejenigen Fälle, in welchen die 

Gaussische hypergeometrische Reihe F{a, ß, y, oo) eine 

algebraische Function ihres vierten Elementes 

darstellt. 

Seite 172—174. 

Diese Mittheilung enthält die vorläufige Ankündigung des Er- 
gebnisses der auf den Seiten 211—259 dieses Bandes abgedrucktep 
ausführlicheren Untersuchung, 
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»■ 



;.^,x >*ivu Ler partiellen Differentialgleichimg 






= 0. 



uMi^ :rti den Seiten 186 — 188. 



- in ff^^^-W^^l 



R^-r' 



'« 



i?r COS (^—9) +r' 



d^ 



^K Zeile 6 von unten) gestattet folgende Inter- 



X 



/*. Q ^siehe Fig. 25) drei in gerader Linie 




Re^' 




u. .;ic, vhuvh welche die complexen Grössen re'^', Ite^'\ R(^* geo- 
.i.^v >ii'ilt werden. Die Länge der Strecke P^P möge mit 
. , \ i- Strecke J* (? mr>ge mit 6 bezeichnet werden. Unter 
.,,,*. .vi/.un^^vn bestehen die Gleichungen: 



^ - ;^.v'_^e'T'|, ö = \Re''-re''\, 

- H' 2/ircos(^-g?) + r-, qö = R 

/Ci/^»: lidx = q:6 (siehe Fig. 2G), 

R'-r' 

ti''2Rrcos{t-q)) + r' ~ ^'^' 



— ; 



.2 



.. ..a deuizut'olge 



1 r^"" 

\\ y\ «^^^'^ Klomonte 7?c7i^' \\\\i{ Rdi der Kreisperipherie, welche 
i .^ ii» vlcu Tiuikt i^y die in Fig. 2G angegebene Lage haben, 
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als zwei in Bezug auf den Punkt Pq gegenüberliegende 
Elemente der Kreisperipherie bezeichnet , so ergibt sich der Satz : 
Um den Werth der Function u (r, 9) für einen beliebigen dem Inneren 
der Kreisfläche angehörenden Punkt P^ zu finden , denke man sich 
die Werthe der Function /'(^) für je zwei in Bezug auf den Punkt 
Pq gegenüberliegende Punkte P, Q der Kreisperipherie mit einander 
vertauscht und für die auf diese Weise sich ergebende neue Ver- 
theilung der vorgeschriebenen Randwerthe längs der Peripherie des 
Kreises das arithmetische Mittel bestimmt. Der Werth dieses 
arithmetischen Mittels ist der Werth der Function M(r, y) für den 
Punkt Po. 

Unter Benutzung dieser Interpretation für das Poissonsche 
Integral lässt sich der in § 5. b mitgetheilte Beweis etwas verein- 
fachen. Man sehe die Abhandlung des Herrn Schläfli: Einige Zweifel 
an der allgemeinen Darstellbarkeit einer willkürlichen periodischen 
Function einer reellen Variablen durch eine trigonometrische Reihe. 
(Programm der Universität Bern vom November 1874, Seite 10 — 12.) 

Zusatz zu Seite 189 y Zeile 1—4 von unten, 
und zu der Anm<irlcung auf Seite 190. 

Die Bestimmung eines Werthes, welchen die Grösse u(r,(p)—u{0) 
dem absoluten Betrage nach nicht überschreiten kann , erweist sich 
für gewisse Convergenzbeweise als nützlich. In dieser Hinsicht ver- 
weise ich auf die auf Seite 169 dieses Bandes, Zeile 16 von unten, 
gemachte Anwendung, sowie auf die Seite 306 dieses Bandes, Zeile 8 — 
12 von unten, sich befindende Bemerkung. 

Die in der Anmerkung auf Seite 190 dieses Bandes für den Fall, 
dass der Radius der betrachteten Kreisfläche gleich 1 ist, angegebene 

4:0 

Grenze — ^arctgr, welche, wenn die betrachtete Kreisfläche den Radius 

^0 T 

JS hat, in — ^arctg^^- übergeht, kann dadurch erhalten werden, dass 
% Jti 

f(il;) gleich +g, beziehungsweise gleich —g gesetzt wird, jenachdem 
die Grösse ^ dem Intervalle <: ^ <: ar oder dem Intervalle — ar <: ^ <: 
angehört. 

Dieselbe Grenze hat Herr CarlNeumann in der zweiten Auf- 
lage seiner „Vorlesungeh über Riemann's Theorie der Ab eischen 
Integrale^, Leipzig 1884, Seite 412 — 417, auf andere, ihm eigenthüm- 
liche Weise hergeleitet und diese Grenzbestimmung zur Grundlage 
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für einen Grenzübergang gemacht, für welchen er die Benennmig 
;,gürtelförmige Verschmelzung^ vorgeschlagen hat. 

Dieser Grenzübergang stimmt mit demjenigen Grenzübergange 
genau überein , welchen der Verfasser in der im Jahre 1870 von 
Herrn Weierstrass der Königlichen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin vorgelegten Abhandlung (siehe Seite 164 — 166 und Seite 
168 — 170 dieses Bandes) in zwei Fällen angewendet hat. In beiden 
Fällen entspricht dem Gürtel des Herrn Carl Neumann der von 
den beiden Linien L^ und L, begrenzte, mit T* bezeichnete zweifach 
zusammenhängende Bereich. 

Herr Carl Neumann hat sich über dieses Zusammentreffen 
in anerkennenswerther "Weise rückhaltlos ausgesprochen. Siehe Be- 
richte der math.-phys. Classe der Königl. Sachs. Gesellschaft, Jahr- 
gang 1888, Seite 123. 

In Betreff der Priorität, welche Herr Carl Neumann a. a. O. 
S. 124 mir gegenüber in Anspruch ninmit , erlaube ich mir auf den 
Zusatz zu der Nofizia sulla rajypresetitaeione cofifornte di «n* area ellü- 
tica sopra un' area circolare, Seite 355 — 356 dieses Bandes, zu verweisen. 

TJeber diejenigen Fälle, in welchen die Ganssische 
hypergeometrische Reihe eine algebraische Function 

ihres vierten Elementes darstellt. 

Seite 211—259. 
Diese Abhandlung enthält neben anderen Untersuchungen auch eine 
vollständige Lösung der auf Seite 82 dieses Bandes , Zeile 5 — 7 von 
unten, angeführten Aufgabe. 

Zu Seite 219—220. 
Siehe den Zusatz zu Seite 78 auf Seite 351 — 355 dieses Bandes. 

Zu Seite 221, Zeile 1 von unten. 
Diese Verwandlungsformel ist ein specieller Fall einer allgemei- 
neren Verwandlungsformel 



i-v-j = (^fex!-j'.^l> 



\ dx /^ 

welche von llorni (-ayloy in der auf Seite 353 dieses Bandes ange- 
führton Ablwnidlung (A. a. 0. Seite 8) mitgetheilt worden ist; in 
dioHor Forme»! h(Mh»nii»t X eine Fimction der Grösse x. 
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Die auf Seite 354 dieses Bandes angeführte Inauguraldissertation 
des Herrn Schottky (Berlin 1875) enthält auf Seite 45, Zeile 1 
von unten, die entsprechende Gleichung 

D,(y) = D.W(^)'+A(y). 

Zusatz eu Seite 240, Zeile 5—8 von unten. 

Die hier betrachteten eindeutigen analytischen Functionen besitzen 
die Eigenschaft, bei unendlich vielen linearen Transforma- 
tionen ihres Argumentes in sich selbst überzugehen. 
In dieser Beziehung schliessen sich diese Functionen den besonders 
durch die Untersuchungen des Herrn Hermite*) genauer bekannt 
gewordenen elliptischen Modulfunctionen an, in welche sie für den 
Grenzfall A = 0, ft==0, i/ = übergehen. — 

Von der Betrachtung der im Abschnitte VI untersuchten Elreis- 
bogendreiecke wird durch conforrae Abbildung zu der Betrachtung 
sphärischer Dreiecke übergegangen, also zu Dreiecken auf einer 
Fläche Constanten positiven Krümmungsmasses, welche von geodä- 
tischen Linien dieser Fläche begrenzt werden. Ebenso ist es möglich, 
von der Betrachtung der im Abschnitte V untersuchten Kreisbogen- 
dreiecke ebenfalls durch conforme Abbildung zu der Betrachtung sol- 
cher Dreiecke überzugehen, welche auf Flächen constanten negativen 
Krümmungsmasses liegen , und deren Seiten von geodätischen Linien 
dieser Flächen gebildet werden. 

Bezeichnen s und s^ zwei conjugirte complexe Grössen und ist 
ss^ = 1 die Gleichung des im Abschnitte V betrachteten Orthogonal- 
kreises , dessen Inneres, 55j<:l, in Betracht gezogen werden soll, 
so gehe man von der ebenen Fläche dieses Kreises zu einer confor- 
men Abbildung derselben auf eine Fläche des constanten negativen 
Krümmungsmasses — 1 über, für welche das Quadrat der Länge eines 
Linienelementes durch den Ausdruck 

4idsds^ 



(!-««.)• 



gegeben wird. Der Gesammtheit aller die Kreislinie ss^ = 1 ortho- 
gonal schneidenden Kreise der Ebene entspricht die Gesammtheit 



*) Sur la thiorie des equations modulaires et la risolution de ViqiMtion du diu 
guteme degr^, Paris 1859. 
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aller geodätischen Linien der betrachteten Fläche constanten negati- 
ven Exümmungsmasses. 

Jeder linearen Transformation der Grössen $, s^j welche den Ein- 
heitskreis unverändert lässt , also , — wenn a, Oj ; 6, b^ zwei Paare 
conjugirter complexer Grössen bezeichnen, wobei angenommen werden 
soll, dass aOj > bb^ ist — jeder Transformation 

as + b \\ a,5, + 6j 

5, I 



b,s+a, ' ^ ,bs,-ha 



entspricht eine Verbiegung. beziehungsweise eine Verschiebung 
der betrachteten Fläche in sich selbst. 

Beispielsweise entspricht hierbei der Figur 16 (s. Seite 240) eine 
in gewissem Sinne regelmässige Theilung der Fläche constanten 
negativen Kjümmungsmasses in dreieckige Flächenstücke , welche 
sämmtlich Biegungen von einander sind und — innerhalb der 
betrachteten Fläche — als congruente oder symmetrische Wie- 
derholungen eines einzigen unter ihnen betrachtet werden können. 

Auf die weitere Ausdehnung, welche diesen Betrachtungen gege- 
ben werden kann, gehe ich hier nicht ausführlicher ein; ich be- 
schränke mich auf folgende Andeutung. 

Bezeichnet T diejenige zweiblättrige R i e m a n n sehe Fläche, 
durch welche die Verzweigung der durch die Gleichung 

y* = 1 - j-''- \ bezw. y' = l- x*^, 

bestimmten algebraischen FuDction y des Argumentes x geometrisch 
dargestellt wird, und führt man die Grösse 

beziehungsweise die Grösse 

als unabhängige Veränderliche ein, — wob^i festgesetzt werden soll, 
dass die AVerthe .r = 0, 5 = ein Paar zusammengehörender TTerthe 
sein sollen, dass in der Umgebung ilieses Werthepaares reellen TTer- 
then der Grösse .r*'"\ bezw. j'"**. reelle Werthe der Grösse s^^\ 
bezw. 5*^'^*, entsprechen sollen, und dass die ganze Zahl p grösser als 
1 sein soll, — so ist die Verändorliolikoit der Grösse .<? auf das Innere 
einer Kivistläohe beschränkt, deren Begrenzung eine natürliche 
Grenze dieses Beiviches bildet. 
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Unter den angegebenen Voraussetzungen ist nicht allein die 
Grösse a:*'"^*, beziehungsweise die Grösse x^^*j eine eindeutige analyti- 
sche Function der Grösse s , sondern^ desselbe gilt auch von den 
Grössen x und y, und zwar besitzen die Grössen x und y für alle dem 
Inneren des betrachteten Gebietes angehörenden Werthe der Veränder- 
lichen s den Charakter ganzer oder gebrochener rationaler Functionen. 

Es bietet keine Schwierigkeit , die vorstehende Betrachtung auf 
die algebraischen Gleichungen von der Form 

y- = aj*(l-a;')' 

auszudehnen , vorausgesetzt , dass den Exponenten m, w, p^ q irgend 
welche ganzzahlige Werthe beigelegt werden. 

Jeder der beiden Halbebenen, in welche die Ebene der complexen 
Grösse x^^\ a;'^^*, x'' durch die Axe des Reellen getheilt wird, ent- 
sprechen unendlich viele Kreisbogendreiecke in der Ebene , deren 
Punkte die Werthe der complexen Grösse s geometrisch darstellen, 
und zwar liegen die Flächen aller dieser Kreisbogendreiecke ganz 
innerhalb des die Seiten derselben rechtwinklig schneidenden Kreises, 
dessen Fläche von den Flächen dieser Kreisbogendreiecke einfach und 
lückenlos bedeckt wird. 

Werden die Winkel dieser Kreisbogendreiecke mit Aä, /aä, vx 
bezeichnet, so sind die Grössen A, ft, v durch die Bedingung bestimmt, 

dass Yi ~i ~ ^® kleinsten ganzen positiven Zahlen sind, für 

n LL V 

welche die Ausdrücke 

n n +pq q 



Am ftw vm 

ganze Zahlen sind. 

Für die Gleichungen 

y" = 1 — 14a;* + a;^ 
(A = I, ^ =: ^, 1/ = 1; m ein Theiler von 8); 

y- = x{\-lla^^x''\ 
(A = ^, ft = I, V = i; w nicht durch 11 theilbar) ; 

y" = 1 + 228 a:» + 494a;'^- 228 a;" + a;'^ 
(A = I, ft = ^, V = I ; m ein Theiler von 20) ; 

(A = Y> f* = ab» ^ = 1 i *^j ♦* relative Primzahlen) ; 
lassen sich ganz analoge Betrachtungen durchführen. 
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Es würde keine Schwierigkeit darbieten, die Zahl dieser Bei- 
spiele zu vergrössem; insbesondere gelingt es leicht, algebraische 
Gleichungen aufzustellen, welche, wenn p, q, r drei ganze Zahlen be- 
zeichnen, den Annahmen 



1 -^ IL = -^ V = — 



beziehungsweise 



oder 



1 = -*- tt = — V == 



«r J 



entsprechen. 

Die, falls A + /* + v <: 1 ist, durch Verbindung der im Vorstehen- 
den angegebenen Betrachtungen sich ergebende conforme Abbildung 
einer Bie mann sehen Fläche T auf ein ganz im Endlichen liegendes 
Stück einer Fläche constanten negativen Krümmungsmasses ist durch 
folgende Eigenschaften ausgezeichnet : 

1. In der Umgebung jedes Paares entsprechender Punkte der 
auf einander bezogenen Flachen ist das punktweise Entsprechen der 
dem betrachteten Paare von Punkten benachbarten Punkte beider 
Flächen ein gegenseitig eindeutiges. 

2. Wird die ( 2 p + 1 ) fach zusammenhängende B i e m a n n sehe 
Fläche T durch 2 p Querschnitte Q in eine einfach zusammenhängende 
Fläche T' zerschnitten, so liegen alle Punkte des der Fläche T ent- 
sprechenden Stückes S' der Fläche constanten negativen Krümmungs- 
masses im Endlichen. 

3. Die analytische Fortsetzung dieser conformen Abbildung über 
jeden der Querschnitte Q hinaus entspricht für jeden dieser Quer- 
schnitte einer Verschiebung des Flächenstückes S' innerhalb der 
Fläche constanten negativen Krümmungsmasses. 

Ein bemerkenswerther von Herrn F. Klein im Jahre 1882 aus- 
gesprochener Satz (»Ueber eindeutige Functionen mit linearen Substi- 
tutionen in sich. Zweite Mittheilung." Mathematische Annalen, Band 20, 
Seite 49 — 51), für welchen ein Beweis meines Wissens bis jetzt 
noch nicht veK^tfentlicht ist, begründet die Vermuthung der Bichtig- 
keit des folgenden Satzes: 

„Bezeichnet T diejenige Eiemannsche Fläche, durch welche 
die Verzweigung irgend einer (^bestiiumten") algebraischen Func- 
tion y des Argumentes x von höherem Bange als dem Bange Eins 
goomotrif»oh dargestellt wird, so gibt es stets eine conforme Abbil- 
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dung dieser Fläche auf eine Fläche des constanten Krümmungsmasses 
— 1, welche die vorhin angegebenen Eigenschaften besitzt/ 

^Wenn von Verschiebungen innerhalb der Fläche abgesehen wird, 
so gibt es nur eine einzige solche Abbildung/ 

^Ist die zwischen den Grössen x und y bestehende algebraische 
Gleichung vom Range q, so ist die Masszahl des Flächeninhalts 
eines Stückes S' der Fläche constanten negativen Krümmungsmasses, 
dessen Elemente zu den Elementen der Rie mann sehen Fläche T 
in gegenseitig eindeutiger Beziehung stehen, gleich 4(^—1)«/ 

Die vorstehenden Betrachtungen führen auf eine in gewissem 
Sinne regelmässige Theilung einer Fläche constanten negativen 
Krümmungsmasses in Fundamentalpolygone, deren ganz im 
Endlichen liegende Flächen durch Verschiebung mit einander zur 
Deckung gebracht werden können, deren Gesammtheit die (ideale) 
unbegrenzte Fläche constanten negativen Krümmungsmasses einfach 
und lückenlos überdeckt. 

Ohne Nachtheil für die Allgemeinheit der Untersuchung kann 
man annehmen, dass die Seiten dieser Polygone von geodäti- 
schen Linien der Fläche gebildet werden. 

Die Zahl der Seiten dieser Fundamentalpolygone ist grade; die 
.Seiten sind paarweise auf einander bezogen; je zwei auf einander 
bezogene Seiten haben gleiche Länge. 

Nach der von Herrn Poincarö eingeführten zweckmässigen Be- 
nennung (s. Acta mathematica, Bandl, Seite 14) gehören die Ecken 
des Polygons entweder einem Cyclus oder mehreren Cyclen an. 

Die Summe der Winkel des Fundamentalpolygons in allen Ecken, 
welche demselben Cyclus angehören, beträgt 2;r. 

Betrachtet man ein diesen Bedingungen genügendes Fundamen- 
talpolygon als gegeben, so lässt sich durch das vom Verfasser ent- 
wickelte Beweisverfahren für die durch (ideale) Zusammenfügung je 
zweier auf einander bezogener Seiten des Fundamentalpolygons ent- 
stehende geschlossene Fläche, welche ebenfalls als eine Rie mann sehe 
Fläche bezeichnet werden kann, — vorausgesetzt, dass diese Fläche 
(2p+l)fach zusammenhängend ist — (ebenso wie für die auf einer Ebene 
ausgebreiteten, (2(> + l)fach zusammenhängenden Rie mann sehen Flä- 
chen) die Existenz von 2q von einander linear nicht abhängenden 
Functionen beweisen, welche sich für diese Fläche verhalten, wie die 
reellen Theile von zu dieser Fläche gehörenden Abel sehen Litegra- 
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len erster Art. Die Existenz von zu dieser Fläche gehörenden Ab el- 
schen Integralen erster, zweiter, dritter Art, sowie von algebraischen, 
ebenso wie diese Fläche verzweigten Functionen ergibt sich auf ana- 
loge Weise, wie in Riemann's Theorie der Ab eischen Functionen. 

Die von Herrn Poincare ausgesprochene Behauptung, dass die 
Anwendung des vom Verfasser entwickelten Beweisverfahrens auf 
solche Fundamentalpolygone an die Bedingung geknüpft sei, es lasse 
sich das Fundanientalpolygon in zwei sjTnmetrische Hälften theilen 
(s. Acta mathematica, Band 1, Seite 294), beruht, wie aus dem Vor- 
stehenden hers'orgeht, auf einem Irrthume. 

Die Untersuchungen der Herren Beltrami, Poincarö und 
F. Klein auf dem Gebiete der im Vorstehenden berührten Fragen 
enthalten werthvolle Beiträge zur Weitertührung der Riemann- 
schen Functionentheorie ; ich verweise auf folgende Schriften dieser 
Gelehrten : 

E. Beltrami, Saggio di interpetrasionc della geomdria non-euclidea. 

Giornale di Matematiche, vol. VI. Napoli 1868. 

H. Poincare, Siir les Fonctions Uniformvs qui sc rejyroduisent par 
des Subsfitutions Lwcaires. Mathematische Annalen, Band 19, 
Seite 553—564. 1881. Band 20, Seite 52—53. 1882. 
Fünf Abhandlungen in dem Isten , 3t en . 4ten und 5ten Bande der 
Acta mathematica. 1882—1884. 

F. Klein, Ueher Ricmaun's Thcorir der algebraischen Functionen 

und ihrer Integrah. Leipzig 1882. 
Uebcr eindeutige Functionen mit linearen Transformationen in sich. 

Erste Mittheilung. Mathematische Annalen, Band 19, Seite 565 — 

568. 1882. Zweite Mittheilung. Mathematische Annalen. Band 20, 

Seite 49—51. 1882. 
Neue Beiträge zur Ric mann sehen Functionentheorie. Mathematische 

Annalen, Band 21, Seite 141—218. 1882. 

Essai d'une demonstration d'un theoreme de Geometrie, 
redige sur Tinvitation de M. Charles Hermite. 

Seite 292—295. 
Der in diesem Aufsatze mitgetheilte Beweis bezieht sich auf die 
Behauptung, welche auf Seite 9 dieses Bandes, Zeile 3 — 4 von unten, 
ausgesprochen ist. 
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Sur une d^finition erron^e de Faire d'une surface courbe, 

Seite 309—311. 

Dass die S e r r e t sehe Definition des Flächeninhalts eines Flächen- 
stückes unrichtig sei, habe ich in einem am 19ten und 20ten Decem- 
her 1880 geschriebenen Briefe Herrn Angel o Genocchi mitgetheilt. 
Unter Anderem enthielt dieser Brief auch die Mittheilung , dass ich 
ein Beispiel besitze , für welches die Oberfläche des eingeschriebenen 
Polyeders unendlich gross werden könne. 

In einem folgenden Briefe vom 25ten und 26ten desselben Monats, 
in welchem ich Herrn Genocchi für meine inzwischen erfolgte Er- 
nennung zum correspondirenden Mitgliede der Turiner Akademie mei- 
nen Dank aussprach, sandte ich Herrn Genocchi ein aus zusammen- 
gefaltetem Papier hergestelltes Modell der in Figur 23 auf Seite 311 
dieses Bandes veranschaulichten Polyederoberfläche. 

Herr Genocchi antwortete : {Turin , 4 janvier 1881) Je 

conviens aussi avec votis sur Vinexactitude de la definition que M. Serret 
a donnee de Faire dhme portion de surface courhe. — Votre modele est 
treS'hien faxt, et je vous refnercie vivemeiü de la peine que vous avez prise. 
Mais quant ä la possibilite d^augmenter indefiniment la somme {des aires) 
des faces, fai encore hesoin d'un texte explicatif. 

Ausser dem wesentlichen Inhalte der auf den Seiten 307 und 308 
dieses Bandes abgedruckten Mittheilung theilte ich in einem am 8ten 
Januar 1881 geschriebenen Briefe Herrn Genocchi die von ihm ge- 
wünschte Erläuterung mit. 

Herr Genocchi antwortete: {Turin j 13 janvier 1881) — 

Becevejg aussi mes remerdmenis sinccres pour les explications que vous 
m'avez donnees sur votre modele. Elles sont tout-a-fait claires et convain- 
cantes. 

Später schrieb mir derselbe Gelehrte : {Turin, 26 mai 1882) 

Cest precisement Mr. Peano, qui m^amene ä vous parier d^un autre sujet. 
Devant ahorder la quadrature des surfaces courbes, il s'est apergu que la 
definition d'une aire courhe donnee par Serret n'etait pas bonne, et m'a 
explique les raisons qui ne lui permettaient pas de Vadopter. Alors je 
Tai informe du jugement que vous en aviez porte dans plusieurs de vos 
lettres {20 et 26 decembre 1880 , 8 janvier 1881) , ce qui Va beaucoup 
interesse. 

Nachdem Herr Genocchi die auf den Seiten 307 und 308 dieses 
Bandes abgedruckte Mittheilung der Königlichen Akademie zu Turin 

Sc h wart, Oenmmelte Abhandlongen« II. 24 
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vorgelegt hatte, schrieb mir Herr Genocchi: {Turifiy 28 juillet 1882) 

Tai regrette de n'avoir fm presenter aussi les remarques qtii fax- 

saie^it partie aussi de la nieme lettre sur la definition de Vaire d'une sur- 
face courbe. J'esplre que vous voudrez bien me les envoyer pour Vouver- 
ture de nouvel an acadhnique, et je vous prie instammefit de le faire. 
Car le sujet est fort importantj et je vois quHl y a peu de personnes qui 
soup^onnent le vice des definitions usitees, 

Herr Herrn ite, von Herrn Genocchi auf die Unrichtigkeit der 
S er r et sehen Definition des Flächeninhalts eines krummen Flächen- 
stückes aufmerksam gemacht , wünschte in dem zweiten Abdrucke 
seines während des 2ten Semesters 1881 — 82 an der Sorbonne vor- 
getragenen Cours eine bezügliche Bemerkung zu machen und wandte 
sich deshalb an den Verfasser. Der letztere übersandte Herrn H e r m i t e 
die auf den Seiten 309 — 311 dieses Bandes abgedruckte Mittheilung mit 
der Bitte, Hen*n S e r r e t von dem Inhalte derselben Kenntniss geben 
zu wollen. 

Zugleich übersandte der Verfasser Herrn Genocchi in Folge 
des von demselben ausgesprochenen Wunsches diese neue Fassung der 
früheren Mittheilung und liess auch zum Drucke der Figur, welche 
zur Erläuterung dieser Mittheilung dienen sollte , eine Druckplatte 
herstellen , dieselbe , welche zum Drucke der Figur 23 auf Seite 311 
dieses Bandes gedient bat. Von dieser erhielt Herr Genocchi eine 
auf galvanoplastischem Wege hergestellte Copie. 

Da Herr Her mite dem Verfasser die Ehre erwies, die ganze 
Mittheilung in den zweiten Abdruck seines Cours aufzunehmen, so 
unterblieb die Vorlegung derselben an die Königliche Akademie der 
Wissenschaften zu Turin, welche Herr Genocchi beabsichtigt hatte. 

Aus einem Briefwechsel, welcher sich an eine von Herrn Peano 
neuerdings gemachte Mittheilung (Rendiconti della Eealc Accademia dci 
Linceij VoL VF, i° Semestre, Scdtita del 19 gennajo 1890, 2^09- ^^) an- 
geschlossen hat, habe ich erfahren, dass dieser talentvolle Gelehrte, 
ohne von meiner Herrn Genocchi gemachten Mittheilung Kenntniss 
zu haben, dasselbe Beispiel bereits in einer im Mai 1882 an der Tu- 
riner Universität gehaltenen Vorlesimg mitgetheilt hat. 



